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ABSTRAKT, KLÍČOVÁ SLOVA 
ABSTRAKT 
Tato diplomová práce se zabývá sestavením náhradní torzní soustavy hnacího ústrojí 
nákladního vozidla 8x8 a 8x4 a následných výpočtových analýz sestavených soustav. 
Analýzy jsou provedeny dvě a to výpočtová frekvenční analýza stanovující vlastní tvary 
kmitání a následná citlivostní analýza zabývající se vlivem zařazeného převodového poměru 
na velikosti vlastních frekvencí kmitání soustavy. 
KLÍČOVÁ SLOVA 
mód, vlastní tvar, vlastní frekvence, torzní, 8x8, nákladní vozidlo, hnací ústrojí 
ABSTRACT 
This thesis is focused on building a replacement torsion system of drivetrain of 8x8 and 8x4 
trucks and subsequent computational analyses of built systems. There were made two 
analyses. The first one is a computational analysis of the shapes of vibration and The second 
one is a sensitivity analysis. The sensitivity analysis is studying effect on the size 
of the natural frequencies under the effect of gear ratio. 
KEYWORDS 
mod, natural shape, natural frequency, torsional, 8x8, truck, drivetrain 
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ÚVOD 
ÚVOD 
Cílem diplomové práce je stanovení parametrů torzního systému nákladního vozidla 8x8 
na základě dodané výkresové dokumentace od výrobce. Dalším krokem je provedení 
výpočtové frekvenční analýzy již vytvořeného torzního systému jak pro verzi pohonu 8x8 
tak i pro verzi 8x4. Posledním krokem je provedení citlivostní analýzy, která se zakládá 
na srovnání velikostí vlastních frekvencí kmitání torzního systému v závislosti na zařazeném 
převodovém stupni v převodovce. 
Jako vstupní data slouží CAD model vozidla Tatra 8x8 (část převodovky, hřídele v nosné 
rouře, diferenciály se stálými převody a poloosy) a dodatečně získané výkresové podklady 
od Ing. Kučery (chybějící část převodovky, chybějící prvky 3D modelu a reduktory 
v předních a zadních kolech). 
První část diplomové práce je věnována parametrizování CAD modelu. Druhá část se věnuje 
sestavení náhradní torzní soustavy. Ve třetí části práce je popsán postup výpočtu vlastních 
tvarů a vlastních frekvencí kmitání a v poslední části je obsažena citlivostní analýza. 
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HNACÍ ÚSTROJÍ NÁKLADNÍCH VOZIDEL 
1 HNACÍ ÚSTROJÍ NÁKLADNÍCH VOZIDEL 
Hnací ústrojí nákladních vozidel je složeno ze stejných komponent jako hnací ústrojí běžných 
vozidel, ale je mnohem složitější vzhledem k rozměrům a počtu hnacích náprav. Hnací ústrojí 
se skládá z: 
• motoru se spojkou 
• převodovky 
• spojovacích a kloubových hřídelí 
• rozvodovky 
o stálý převod 
o diferenciál 
 
 
Úkolem spojky je krátkodobé přerušení přenosu krouticího momentu, např. při řazení 
rychlostí nebo stání na křižovatce. Převodovka slouží k zajištění změny smyslu otáčení hřídelí 
a k zajištění změny velikosti otáček hřídelí. Spojovací a kloubové hřídele jsou určeny 
ke spojení jednotlivých částí hnacího ústrojí vozidla. Rozvodovky slouží pro rozdělení 
krouticího momentu na jednotlivá kola, případně na jednotlivé nápravy [2]. 
Na složitosti hnacího ústrojí neubírá ani fakt, že první dvě nápravy jsou řiditelné. O rozdělení 
toku krouticího momentu se stará dělič momentu (DM) spojený spojovacími hřídelemi 
s mezinápravovými diferenciály, které rozdělují tok krouticího momentu na jednotlivé 
nápravy. 
Jelikož se v případě této práce jedná o terénní nákladní vozidlo 8x8, tak jsou všechny zmíněné 
diferenciály opatřeny dálkově ovladatelnou uzávěrkou, která slouží k uzamčení diferenciálu 
a tím k lepší průchodnosti terénem. 
Obr. 1.1 Koncepční uspořádání nákladního vozidla 8x8 [2], M - motor, S - spojka, P – převodovka, 
DM - dělič momentu, SP – stálý převod, D – diferenciál, MD – mezinápravový diferenciál 
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HNACÍ ÚSTROJÍ NÁKLADNÍCH VOZIDEL 
Standartní koncepce nákladních vozidel tohoto typu se zakládá na motoru se spojkou 
a převodovkou umístěných vepředu (pod kabinou řidiče) a spojenými se zbytkem hnacího 
ústrojí pomocí spojovacích hřídelí. 
 
1.1 TATRA KONCEPT 
Tato práce je zaměřena, jak už z názvu vyplývá, na nákladní vozidlo 8x8. Přesněji se jedná 
o vozidlo Tatra. Tatra je ve světě známá svým tzv. tatrováckým konceptem, který se zakládá 
na páteřovém rámu, který tvoří nosná roura. 
 
 
V nosné rouře jsou ukryty všechny spojovací hřídele a diferenciály. Tvoří tak kompaktní 
celek, který je velice odolný vůči tvrdým podmínkám provozu vozidla v terénu. Celkově 
je konstrukce nosné roury založena na „stavebnicovém“ principu, tzn. dle požadavků 
zákazníka je sestaveno vozidlo z dílů, jež jsou předem připraveny. 
Duchovním otcem tatrováckého konceptu je konstruktér Hans Ledwinka, který vynalezl celé 
toto řešení podvozku. V roce 1923 byla tato koncepce představena jako nový produkt 
společnosti Tatra. Na předním konci nosné roury byl tehdy umístěn vzduchem přímo chlazený 
motor a na rouru přímo navazovaly, tak jak tomu je dodnes, výkyvné poloosy [13]. 
  
Obr. 1.2 Pohled na nosnou rouru, Tatra [3] 
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HNACÍ ÚSTROJÍ NÁKLADNÍCH VOZIDEL 
1.1.1 ŘEŠENÍ DIFERENCIÁLU SE STÁLÝM PŘEVODEM 
Konstrukce vozidel Tatra je díky řešení centrální nosné roury výjimečná. Jelikož, 
jsou všechny komponenty hnacího ústrojí uloženy v této rouře, bylo nutné pozměnit 
konstrukci jak diferenciálu, tak i stálého převodu. 
 
ČELNÍ DIFERENCIÁL 
Diferenciál je zjednodušený používaný název pro diferenciální planetové soukolí. Úkolem 
diferenciálu je rozdělovat v požadovaném poměru krouticí moment z jedné hnací hřídele 
na zpravidla další dvě a zároveň v případě potřeby umožnit rozdíl úhlových rychlostí hnaných 
hřídelí nezávisle na úhlové rychlosti hnacího hřídele [14]. 
Diferenciály se podle účelu použití dělí na [14]: 
• nápravové diferenciály 
• mezinápravové diferenciály 
• ústřední diferenciály 
Podle konstrukčního provedení se diferenciály dělí na kuželové a čelní a obě tato provedení 
mohou být zároveň [14]: 
• s uzávěrkou 
• samosvorné 
• symetrické 
• nesymetrické 
V konstrukci vozidel Tatra je použit čelní diferenciál, který byl právě pro tento případ 
vynalezen Hansem Ledwinkou. 
 
V tomto případě jsou satelity a centrální kola opatřena čelním ozubením a ne kuželovým 
jak je možno vidět na Obr. 1.3. Hnací moment se přenáší z klece diferenciálu na čepy satelitů, 
Obr. 1.3 Schematické znázornění čelního diferenciálu: 1,2 – čelní centrální kola,  
3,4 – satelity, 5 – skříň diferenciálu [14] 
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HNACÍ ÚSTROJÍ NÁKLADNÍCH VOZIDEL 
satelity a centrální kola. Rozdíl oproti konstrukci kuželového diferenciálu je v tom, že jeden 
satelit je v záběru pouze s jedním centrálním kolem. Přibližně polovinou své délky zabírá 
s centrálním kolem a druhou polovinou zabírá se sousedním satelitem, který je zase v záběru 
s druhým centrálním kolem [14]. 
 
STÁLÝ PŘEVOD 
Stálý převod bývá umístěn společně s diferenciálem v rozvodovce hnací nápravy. V některých 
případech je část stálého převodu umístěna v blízkosti kol, v tomto případě se tato část stálého 
převodu nazývá redukcí v kolech. Účelem stálého převodu je [14]: 
• zvětšení krouticího momentu na kolech 
• snížení otáček hnacích hřídelí kol 
• přizpůsobení rychlostní charakteristiky motoru dynamické charakteristice vozidla 
• umožnění změny světlé výšky vozidla 
V koncepci vozidel Tatra je použita speciální konstrukce stálého převodu (Obr. 3.9), která 
se zakládá na přesazení levé a pravé poloosy. Toto přesazení je nutné z konstrukčního 
hlediska, aby nedocházelo ke kolizi ozubených kol stálého převodu. 
Díky tomuto provedení stálého převodu jsou na sobě nápravy zcela nezávislé a umožňuje 
vozidlům Tatra vynikající průchodnost těžkým terénem. 
 
 
 
Obr. 1.4 Průchodnost terénem, Tatra [15] 
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2 POPIS MODELU 
Veškerá obdržená dokumentace zahrnovala 3D model (Obr. 2.1) podvozku terénního vozidla 
8x8 a výkresovou dokumentací popisující spojení motoru s nápravou. Jelikož se jedná 
o vozidlo s pohonem 8x8 tak bylo na místě si samotný popis modelu rozdělit do několika 
dílčích částí.  
 
Zvlášť bude uveden popis motoru s převodovkou a část hřídelí v centrální nosné rouře 
s nápravami. Momenty setrvačnosti potřebné do výpočtů byly vyčítány z 3D modelu 
v programu ProE Wildfire 5. Jelikož model nese informace o geometrii jednotlivých hřídelí 
a také informace o typu materiálu použitém na výrobu těchto dílů, bylo vyčítání momentů 
setrvačnosti rutinou zakládající se na zjištění správné osy rotace v prostředí programu 
a odečtení správné hodnoty momentu setrvačnosti.  
 
Obr. 2.2 Odečtení momentu setrvačnosti 
Na Obr. 2.2 je znázorněn postup odečtení momentu setrvačnosti jednoho ozubeného kola 
z přídavného převodu. Jelikož se jedná o rotační součást, jsou dva hlavní momenty 
setrvačnosti téměř stejné (rozdíl je v tomto případě dán osazením kola pro spojení 
Obr. 2.1 3D model vozidla 8x8 
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POPIS MODELU 
s příslušnou hřídelí) a třetí se liší. Tento moment je moment setrvačnosti, v našem případě, 
okolo osy rotace kola. Pro kontrolu, je patrný i tensor setrvačnosti výše. Tedy, hodnota 
odečteného momentu setrvačnosti je I = 3,04·105kg·mm2. Následně byly hodnoty takto 
odečtených momentů přepočítány do soustavy SI. Tedy pro následující výpočty odpovídá 
I = 304·10-3kg·m2. 
Takto byly odečteny veškeré momenty setrvačnosti všech dílů. Určení hodnot tuhostí 
spojovacích hřídelí probíhalo na základě výpočtů za použití platných vztahů. Tento výpočet 
je popsán v následující kapitole a jsou v ní uvedeny i výsledné hodnoty tuhostí. 
 
2.1 POPIS MOTORU A PŘEVODOVKY 
K popsání motoru a převodovky byly využity technické parametry získané z výkresové 
dokumentace a z oficiálních informací výrobce.  
 
2.1.1 MOTOR 
Z výkresové dokumentace je patrné, že se jedná o motor typ T3D-928-30 (Obr. 2.3). Jedná 
se o osmiválcový motor s uspořádáním do V o zdvihovém objemu 12,7 l. Pro další výpočty 
bylo nutné znát jen určité základní parametry motoru. A to jmenovité otáčky nj = 1800min-1 
[1] a celkový moment setrvačnosti motoru se spojkou, který je roven Im = 3,6kg·m2. 
Je postačující znát pouze celkový moment setrvačnosti, protože ve výpočtech byl brán motor 
jako celek na konci kardanové hřídele a ne jako další torzní soustava. Toto zjednodušení bylo 
provedeno na základě zmenšení následných matic tuhosti a hmotnosti. Jelikož se jedná 
o motor V8 znamenalo by popsání jednotlivých zalomení a setrvačných hmot zvětšení těchto 
matic. 
Motor s převodovkou spojuje kardanová hřídel. Celkový moment setrvačnosti kardanové 
hřídele je Ik = 98·10-3 kg·m2. 
Obr. 2.3 Motor typ T3D-928-30 [1] 
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2.1.2 PŘEVODOVKA 
Převodovka zajišťuje změnu velikosti a smyslu točivého momentu a otáček [2]. Převodovka 
v tomto modelu je zastoupena typem 10 TS 210. Jedná se o pětistupňovou synchronizovanou 
převodovku se zpětným chodem a přídavným převodem. Převodovka je také osazena stálým 
záběrem. 
 
STÁLÝ ZÁBĚR 
Ozubená kola stálého záběru jsou umístěna mezi převodovku samotnou a motor jak je patrné 
na schématu na Obr. 2.4. Obsahuje dva rychlostní stupně: rychlý (ve výkresové dokumentaci 
popsán jako N-CHOD) a pomalý (R-CHOD). Hnané kolo R-CHODu je zároveň hnacím 
kolem pro zařazený pátý rychlostní stupeň samotné převodovky. 
Ozubená kola na hnací hřídeli jsou uložena na ložiscích a záběru se účastní až po zařazení 
řidičem požadovaného převodu. Zato hnaná kola jsou na hřídeli uložena pomocí tvarového 
spoje (drážkování hřídele i ozubeného kola), tudíž jsou ozubená kola v neustálém záběru. 
Tato skutečnost musela být zohledněna při sestavování rovnic pro torzní model v následující 
kapitole. 
V tabulce Tab. 2.1 jsou vypsány odečtené hodnoty z 3D modelu. Chybí zde hnaná ozubená 
kola převodovky a to protože jsou pevně spojena s hnací hřídelí samotné převodovky. 
Z tohoto důvodu jsou odečtené hodnoty vypsány v Tab. 2.2. V tabulkách sloužících 
k přehledu odečtených hodnot budou také zapsány symbolické označení veličin používaných 
ve výpočtech. 
Obr. 2.4 Schéma převodovky 10 TS 210 
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Tab. 2.1 Vyčtené hodnoty stálého záběru 
název označení 
počet zubů moment setrvačnosti 
z [-] I [kg·m2] 
hnací hřídel Irh - 85,6·10-3 
hnací kolo N-CHODu Irr 27 9,17·10-3 
hnací kolo R-CHODu Irp 23 5,83·10-3 
 
 
SAMOTNÁ PŘEVODOVKA 
Jak již bylo dříve řečeno, jedná se o pěti stupňovou synchronizovanou převodovku 
se zpětným chodem. Na hnací hřídeli jsou uložena ozubená kola pomocí tvarového spoje, 
tudíž jsou v neustálém záběru. Naopak ozubená kola na hnané hřídeli jsou uložena 
na ložiscích a zařazení rychlostního stupně je prováděno spojením s hřídelí pomocí spojky 
s drážkováním. 
Pro následující výpočty nebylo rozlišeno mezi hnací hřídelí a ozubenými koly uloženými 
na ní, právě kvůli způsobu uložení samotných ozubených kol. Naopak hnaná hřídel byla 
rozlišena a popsána samostatně spolu s ozubenými koly (dále OK). Vyčtené hodnoty jsou 
uvedeny v Tab. 2.2. Hnací hřídel přídavného převodu je spojena s hnanou hřídelí převodovky 
pomocí drážkování. Tato hřídel je popsána v následující části, věnované přídavnému převodu. 
Ovšem je nutné pro budoucí sestavení torzního modelu znát převodové poměry. Proto jsou 
počty zubů hnacích OK i zbývajícího OK stálého záběru (pouze pro N-CHOD jelikož hnané 
kolo R-CHODu je zároveň hnacím kolem pro 5. rychlostní stupeň) uvedeny v Tab. 2.2. 
Zároveň je nutné uvést, že hnací kola pro 1. a 2. rychlostní stupeň a zpětný chod 
byla vyfrézována na samotné hnací hřídeli. 
 
Tab. 2.2 Vyčtené hodnoty převodovky 
název označení 
počet zubů moment setrvačnosti  
z [-] I [kg·m2] 
hnací hřídel (včetně 
ozubených kol) Ish2 - 148·10
-3 
hnaná hřídel Ish - 206·10-3 
hnané OK N-CHOD - 40 - 
hnací OK zpětného chodu - 11 - 
hnací OK 1. rych. st. - 11 - 
hnací OK 2. rych. st. - 19 - 
hnací OK 3. rych. st. - 26 - 
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hnací OK 4. rych. st. - 33 - 
hnací OK 5. rych. st. - 43 - 
hnané OK zpětný chod Ipz 41 66,4·10-3 
vložené kolo zpětného chodu Ivz 18 4,4·10-3 
hnané OK 1. rych. st. Ip1 47 109·10-3 
hnané OK 2. rych. st. Ip2 42 62,9·10-3 
hnané OK 3. rych. st. Ip3 34 35·10-3 
hnané OK 4. rych. st. Ip4 27 13,3·10-3 
hnané OK 5. rych. st. Ip5 22 6,3·10-3 
 
 
PŘÍDAVNÝ PŘEVOD 
Přídavný převod je umístěn za převodovkou. Má dva volitelné převody a to jeden „terénní“ 
(ter) a druhý „silniční“ (sil). Jak již bylo dříve řečeno, hnací hřídel přídavného převodu 
je spojena s hnanou hřídelí převodovky pomocí drážkování. OK na hnací hřídeli jsou uložena 
na ložiscích. Hnanou část přídavného převodu tvoří dvojkolo, které je v neustálém záběru 
s OK umístěným na spojovací hřídeli v nosné rouře v páteřovém rámu. Odečtené hodnoty 
momentů setrvačností a počty zubů jsou uvedeny v Tab. 2.3. 
 
Tab. 2.3 Vyčtené hodnoty přídavného převodu 
název označení 
počet zubů moment setrvačnosti  
z [-] I [kg·m2] 
hnací hřídel Ipph - 16·10-3 
hnané OK silniční převod Ipp1 33 81,6·10-3 
hnané OK terénní převod Ipp2 20 15·10-3 
hnané dvojkolo Ipphk 
sil ter 
350·10-3 
31 44 
OK na spojovací hřídeli Izk 37 304·10-3 
 
2.2 POPIS CENTRÁLNÍ NOSNÉ ROURY A NÁPRAV 
Centrální nosná roura tvoří hlavní nosnou část podvozku vozidla 8x8 tatrovácké koncepce. 
V rouře jsou ukryty spojovací hřídele, mezinápravový diferenciál, spojka předního pohonu 
a nápravové diferenciály. Při popisování modelu bylo postupováno od zadních poloos 
až k předním poloosám, proto bude číslování indexů zdánlivě chaotické při uvádění 
v následujícím přehledu. Popis je rozdělen do dvou částí a to z důvodů přehlednosti. Zvlášť 
jsou tedy popsány nápravy a spojovací hřídele s diferenciály. 
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2.2.1 CENTRÁLNÍ NOSNÁ ROURA 
Obdržený 3D model obsahoval pouze hřídele a diferenciály ukryté v nosné rouře, jelikož 
sama roura není potřeba a neovlivňuje torzní vlastnosti zkoumaných částí hnacího ústrojí.  
 
SPOJOVACÍ HŘÍDELE 
Spojovací hřídele mají za úkol přenášet točivý moment z převodovky dále do diferenciálů 
a posléze až na kola vozidla. V koncepci 8x8 se jedná o velmi dlouhé hřídele spojující 
převodovku s diferenciály a posléze několik, ve srovnání s těmito délkami, krátkých hřídelí, 
spojující nápravy vždy na konci vozidla a hřídele zajišťující přenos točivého momentu 
na druhé kolo nápravy (Obr. 2.6). Jelikož se jedná o koncepci Tatry, je použito přesazení 
jednotlivých poloos každé nápravy z konstrukčních důvodů. Tímto konstrukčním řešením 
vzniká právě nutnost další spojovací hřídele pro přenos točivého momentu na druhé kolo 
nápravy. V Tab. 2.4 jsou opět uvedeny hodnoty vyčtených momentů setrvačností všech 
spojovacích hřídelí umístěných v nosné rouře.  
Hřídel, na níž je umístěno „poslední“ kolo převodovky v nosné rouře byla pro přehlednost 
pojmenována jako „hlavní hřídel“, protože na ni jsou napojeny ostatní hřídele vedoucí dále 
k diferenciálům. Tato hřídel je ve schématu na Obr. 2.4 označena zelenou barvou. Spojení 
všech hřídelí je provedeno pomocí drážkování na koncích hřídelí. V případě duté a plné 
hřídele jde o vnitřní a vnější drážkování a v případě spojení dvou plných hřídelí je samotné 
spojení provedeno pomocí objímky s vnitřním drážkováním. 
 
Tab. 2.4 Vyčtené hodnoty spojovacích hřídelí 
název označení 
moment setrvačnosti  
I [kg·m2] 
hlavní hřídel Ih12 56·10-3 
spojení mezinápravového dif. s dif. na 4. nápravě Ih2 98·10-3 
spojení mezinápravového dif. s hlavní hřídelí Ih3 30·10-3 
spojení hlavní hřídele s dif. na 2. nápravě  Ih4 9,3·10-3 
spojení hlavní hřídele s dif. na 1. nápravě Ih5 10·10-3 
spojovací hřídel 2. dif. a pravé poloosy Ih6 9,1·10-3 
spojovací hřídel 1. dif. a pravé poloosy Ih7 10·10-3 
spojovací hřídel 3. dif. a levé poloosy Ih8 10·10-3 
spojovací hřídel 4. dif. a levé poloosy Ih9 9,9·10-3 
spojení mezinápravového dif. s dif. na 3. nápravě Ih17 1,7·10-3 
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O spojení předního pohonu s hlavní hřídelí se stará spojka. Z tohoto zjištění je patrné, 
že pohon předních náprav je odpojitelný a vozidlo je schopno se pohybovat jen na zadní 
pohon. 
Spojka byla brána ve výpočtech jako celek a nebyla rozdělena na komponenty, 
tedy nevyčítaly se hodnoty momentů setrvačnosti všech dílů spojky, ale pouze spojky jako 
celku. Vyčtený moment setrvačnosti spojky předního pohonu má tedy hodnotu 
Is1 = 0,235kg·m2. 
 
 
 
 
DIFERENCIÁLY 
Diferenciály umožňují rozdíl v rotaci levého a pravého hnaného kola při průjezdu zatáčkou. 
Tento rozdíl je dán různými poloměry zatáčení pro jednotlivá kola při průjezdu 
zatáčkou.  V koncepci Tatra jsou použity čelní diferenciály, které jsou umístěny v centrální 
nosné rouře. Konstrukce diferenciálu je dobře patrná na Obr. 2.6. Dále je zde dobře patrný tok 
točivého momentu na levé (fialové zbarvení) a pravé (modré zbarvení) hnané kolo. 
Točivý moment je mezi zadní nápravy rozdělen ještě pomocí mezinápravového diferenciálu, 
který je taktéž čelní. Naopak přední náprava je přímo spojena se spojkou předního pohonu.  
Obr. 2.5 Jiné konstrukční provedení vozidla Tatra 8x8 Chyba! Nenalezen 
zdroj odkazů. 
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Konstrukce stálého převodu je klasická. Jedná se tedy o převod mezi kuželovým kolem 
vystupujícím z diferenciálu a talířovým kolem pevně spojeným s poloosami náprav. 
 
Tab. 2.5 Vyčtené hodnoty diferenciálů a stálého převodu 
název označení 
počet zubů moment setrvačnosti  
z [-] I [kg·m2] 
diferenciál 1. nápravy I1pn - 190·10-3 
diferenciál 2. nápravy I2pn - 200·10-3 
mezinápravový diferenciál Idm - 390·10-3 
diferenciál 3. nápravy I1zn - 210·10-3 
diferenciál 4. nápravy I2zn - 220·10-3 
kuželové kolo Ikkpz 14 6,6·10-3 
talířové kolo Itkp, Itkz 38 330·10-3 
 
Na kuželové kolo stálého převodu navazuje hřídel (Obr. 2.7), která zapadá do diferenciálu. 
Aby bylo možno sestavit torzní model, bylo (po konzultaci s vedoucím) kuželové kolo 
odděleno od hřídele a považováno za dokonale tuhé, kdežto hřídel ne. V Tab. 2.6 jsou 
tabelárně zapsány momenty setrvačnosti těchto hřídelí. 
Obr. 2.6 Diferenciál a stálý převod [4] 
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Tyto hřídele se lišily svou konstrukcí podle použití v jednotlivých diferenciálech. Jiné byly 
na předních dvou nápravách a jiné na zadních dvou nápravách a rozdíl byl též v případě 
pohonu jednotlivých poloos, tedy na levou a pravou poloosu byly použity jiné hřídele. 
 
Tab. 2.6 Vyčtené hodnoty hřídelí navazujících na kuželové kolo 
název označení 
moment setrvačnosti  
I [kg·m2] 
zadní poloosy 
na pravou poloosu Ih13 30·10-3 
na levou poloosu Ih14 20·10-3 
přední poloosy 
na pravou poloosu Ih15 20·10-3 
na levou poloosu Ih16 20·10-3 
 
 
2.2.2 NÁPRAVY 
Nápravy terénního vozidla 8x8 v obdrženém modelu jsou tvořeny nezávislými poloosami 
s reduktory v kolech. Konstrukce je dobře patrná na Obr. 2.6. Rozdílná konstrukce předních 
a zadních poloos si vyžadovala zvláštní pozornost v případě předních poloos. Přední poloosy 
byly po konzultaci s vedoucím práce rozděleny do dvou částí a to na část před kloubovým 
spojem (hřídel mezi stálým převodem a kloubovým spojem) a část za tímto spojem. 
Toto rozdělení bylo provedeno z důvodů snazší redukce délek popsaných v následující 
kapitole. 
Reduktory jsou na předních nápravách jiné než na zadních nápravách. Rozdíl je způsoben 
použitím dvoumontáže právě na zadních nápravách. Reduktory jsou tvořeny planetovým 
převodem s pěti satelity. Při vyčítání hodnot, byly rozděleny právě na centrkolo, satelity 
a korunové kolo. Moment setrvačnosti náboje byl přičten k momentu setrvačnosti korunového 
kola z důvodu pevného spojení. 
Obr. 2.7 Dělení kuželového kola,  
A-Kuželové kolo, B-navazující hřídel 
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Tab. 2.7 Vyčtené hodnot náprav 
název označení 
počet zubů moment setrvačnosti 
z [-] I [kg·m2] 
zadní poloosa Ih1 - 6·10-3 
přední poloosa před kloubem Ih11 - 2·10-3 
přední poloosa za kloubem Ih10 - 8·10-3 
př
ed
n
í 
re
du
kt
o
r centrkolo Ikpc 24 2·10-3 
satelit Ikps 16 0,5·10-3 
korunové kolo + náboj Ikpn 56 3,61 
za
dn
í 
re
du
kt
o
r centrkolo Ikzc 24 3·10-3 
satelit Ikzs 16 0,7·10-3 
korunové kolo + náboj Ikzn 56 4,62 
 
 
Na nábojích na konci poloos jsou samozřejmě upevněna kola. Jak již bylo dříve zmíněno, 
na zadních nápravách jsou dvoumontáže, díky kterým jsou reduktory na zadních nápravách 
větší. Moment setrvačnosti jednoho předního kola je Ipnp = 20,5 kg·m2 a moment setrvačnosti 
jedné zadní dvoumontáže je Ipnz = 32 kg·m2. 
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3 NÁHRADNÍ TORZNÍ SOUSTAVA 
Další část této práce se věnuje sestavení náhradní torzní soustavy. Na základě této soustavy 
byla posléze provedena výpočtová frekvenční analýza. 
 
3.1 OBECNĚ O KMITÁNÍ 
Zvyšování výkonu spalovacích motorů, spojené se snahou o co možná největší využití 
materiálu, vedlo nejprve k mnohým poruchám, hlavně k únavovým lomům hřídelí a vzniku 
nežádoucích vibrací. Dokud se nepoznala a neodstranila příčina těchto nežádoucích jevů, 
docházelo k porušování těchto hřídelí. Tato poškození nebyla způsobena pouze nedokonalostí 
konstrukce, nebo špatným uložením, ale hlavně periodickým kmitáním samotné hřídele [5]. 
Kmitání hřídele samotné je způsobeno její pružností. Rozlišujeme tři druhy kmitů [5]: 
• ohybové kmitání 
• podélné kmitání 
• torzní kmitání 
Ohybové kmitání hřídele je vyvoláno periodicky proměnnými budicími silami působícími 
kolmo na osu hřídele. Těmito budicími silami jsou ve většině případů, mimo klikovou hřídel, 
nevyvážené odstředivé síly rotujících hmot hřídele. V okamžiku, kdy frekvence některé 
z těchto budicích sil, daná násobkem otáček a řádu harmonických složek kmitání, souhlasí 
s některou vlastní frekvencí ohybového kmitání hřídele, dojde k rezonancím [5]. 
Frekvence vlastního ohybového kmitání hřídele je především určena volnou délkou této 
hřídele mezi dvěma ložisky. Pokud je volná délka hřídele mezi dvěma ložisky malá, například 
volná délka klikové hřídele, pak je vlastní frekvence vysoká a není nebezpečí, že nastanou 
větší rezonance v provozních otáčkách. Pokud je volná délka hřídele mezi dvěma ložisky 
velká, například dlouhé spojovací hřídele v hnacím ústrojí vozidla 8x8, pak je hřídel ohebnější 
a náchylnější k ohybovému kmitání, protože frekvence vlastního kmitání je nižší, než když 
je hřídel kratší. Samozřejmě také vnitřní momenty hřídele mezi dvěma ložisky mohou 
způsobit ohybové vibrace [5]. 
Velký vliv na vlastní frekvence ohybového kmitání má způsob uložení hřídele, tuhost ložisek 
a tuhost rámu, ve kterém je hřídel uložena. Více než ohybovými vibracemi vznikají někdy 
velká přídavná ohybová namáhání nebo lomy v důsledku nerovnoměrného opotřebení ložisek, 
nesouososti ložisek nebo malou tuhostí ložisek a rámu. Nebezpečnější než ohybové kmitání 
hřídele je torzní (kroutivé) kmitání hřídelí [5]. 
Podélné kmitání (axiální kmitání) je rovnoběžné k ose hřídele, to v důsledku znamená 
periodické zkracování a prodlužování hřídele. 
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3.2 OBECNĚ O TORZNÍ SOUSTAVĚ 
Vynucené torzní kmitání hřídele způsobuje časová proměnnost krouticího momentu. Takto 
vzniklé kmity hřídele se vnášejí na kývání hřídele, dané například nerovnoměrností chodu 
motoru, a na statické nakroucení hřídele [5]. 
Ve chvíli kdy vlastní frekvence kmitání souhlasí s frekvencemi vynuceného kmitání, dosahují 
torzní kmity hřídele v rezonanci velkých hodnot. Rezonance a příslušné kritické otáčky 
se v provozu často projeví chvěním a hlukem vycházejícím z hnacího ústrojí vozidla [5]. 
Pro výpočet torzního kmitání se hnací ústrojí vozidla převádí na jednodušší náhradní 
soustavu. Poté se určí příslušné vlastní frekvence kmitání a kritické otáčky. Výpočtem 
vynuceného torzního kmitání se zjistí, zda provoz vozidla není ohrožen torzními vibracemi 
hřídelí, jestli je nutné odstranit nebezpečné torzní kmitání konstrukčními zásahy do hnacího 
ústrojí nebo vložením příslušného tlumiče torzních kmitů do soustavy [5]. 
Volným nebo vlastním kmitáním torzní soustavy se označuje takový harmonický pohyb, 
který se po počátečním impulsu v soustavě udržuje sám bez působení odporů a vnějších sil. 
Pro objasnění předpokládejme, že bychom uchopili libovolnou hřídel na obou koncích 
a zkroutili ji. Po uvolnění by začala hřídel vykonávat kmitavý pohyb kolem své osy, přičemž 
na jedné straně hřídele má torzní výchylka opačný smysl než na druhé straně.  Ve chvíli, kdy 
byla hřídel uvolněna, mají všechny hmoty maximální amplitudu, potom společně dosáhnou 
nulové amplitudy a posléze opět maximální, ale v opačném smyslu.  Na hřídeli se nachází 
místo, které vůbec nekmitá a toto místo je nazýváno „uzel“ [5]. 
Pohyb jednotlivých hmot v závislosti na čase, je dán sinusovkami, z toho vyplývá, že se jedná 
o harmonický pohyb. Tento pohyb je určen frekvencí a maximálními výchylkami, neboli 
amplitudami, jednotlivých hmot [5]. 
Jelikož absolutní hodnota velikosti amplitud jednotlivých hmot závisí na počátečním impulsu, 
stačí určit tzv. poměrné amplitudy. Poměrné amplitudy se vztahují, například, k první 
amplitudě první hmoty, označené s indexem 1. Takto zakreslené amplitudy nad osou 
redukovaného hřídele určují křivku, neboli výkmitovou čáru, charakterizující vlastní tvar 
kmitání [5]. 
 
3.2.1 ZJEDNODUŠUJÍCÍ PŘEDPOKLADY 
Spolu s hřídelemi kmitají všechny připojené hmoty, například motor a kola vozidla. Torzní 
kmitání takovéto soustavy lze vypočítat za předpokladu podstatného zjednodušení. Původní 
torzní soustava se nahrazuje tzv. pomocnou, dynamicky rovnocennou soustavou. 
Tato soustava se skládá z hmotných kotoučů, spojených mezi sebou nehmotnými válcovými 
hřídelemi. V tomto případě mluvíme o redukci hmot a délek. Obě redukce, jak délek, 
tak i hmot, lze řešit jen přibližně za těchto zjednodušujících předpokladů [5]: 
• hmoty jsou konstantní a nezávislé v čase 
• délky jsou konstantní a nezávislé v čase 
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Dalším zjednodušujícím předpokladem je uzavření diferenciálů. Pokud by byly diferenciály 
neblokované, docházelo by k nerovnoměrnému toku točivého momentu na nápravy. Z tohoto 
důvodu, budou ve všech výpočtech diferenciály považovány za zablokované. 
Dále jsou, po konzultaci s vedoucím práce, veškeré převody ozubených kol považovány 
za dokonale tuhé. Vzhledem k rozměrům spojovacích hřídelí jsou tuhosti zobů OK řádově 
vyšší, z toho důvodu se předpokládá, že budou mít malý vliv na celkovou tuhost soustavy. 
Dalším důvodem je zjednodušení výpočtů. Pokud by byly brány v potaz všechny převody, 
došlo by k výraznému zvětšení matic v následujících výpočtech. 
 
3.3 REDUKCE DÉLEK 
Hřídele hnacího ústrojí jsou nahrazeny hřídelemi s takovým redukovaným průměrem Dred 
a takovou redukovanou délkou lred, aby tyto náhradní hřídele měly stejnou pružnost 
jako hřídele původní. To znamená, aby se působením stejného krouticího momentu nakroutily 
o stejný úhel jako hřídele původní. Přitom se předpokládá, že přenos krouticího momentu 
probíhá z jednoho konce každé hřídele na druhý konec [5]. 
 
3.3.1 TEORETICKÝ POSTUP VÝPOČTU REDUKOVANÝCH DÉLEK 
Úhel nakroucení přímého hřídele délky l působením krouticího momentu Mk je podle platných 
vztahů nauky o pružnosti a pevnosti dán vztahem [6] 
   				,	 (1)   
kde G [MPa] označuje modul pružnosti materiálu ve smyku a Ip  značí polární moment 
setrvačnosti. Pro kruhový průřez hřídele o průměru D je [6] 
  32 			.	 (2)   
Tuhost hřídele se označuje jako c, což je krouticí moment, který přísluší jednotkovému úhlu 
zkroucení. Ze vztahu (1) vyplývá, že [5] 
     			.	 (3)   
Z podmínky stejného zkroucení náhradní a původní části pak pro redukovanou délku přímých 
hřídelí vyplývá, že [5] 
     				,	 (4)   
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po úpravě 
    				. (5)   
Po dosazení (2) do (5) dostaneme základní vztah pro redukovanou délku válcového plného 
a dutého hřídele 
    				,   (6)   
     				, (7)   
kde d značí vnitřní průměr duté hřídele a Dred značí redukovaný průměr. 
 
Avšak hřídele v hnacím ústrojí nákladního terénního vozidla 8x8 nejsou hladké. Jsou 
opatřeny osazeními pro ložiska, drážkováním, skokovými změnami průřezu a zápichy. 
Příklady redukce různých částí jsou uvedeny na Obr. 3.1. Po konzultaci s vedoucím práce 
bylo přistoupeno na další zjednodušující předpoklady. Radiusy spojující plynule hřídel 
s osazením pro ložisko, nebo s osazením pro drážkování, byly nahrazeny konstrukčním 
úkosem (Obr. 3.1) 
Konstrukční zápichy (patrné na Obr. 3.2), ať už z důvodu oddělení broušených ploch, nebo 
jako drážky pro těsnicí kroužky apod. byly ve výpočtech redukovaných délek rovněž 
zanedbány. 
 
 
Obr. 3.1 Redukované délky různých částí hřídele, nahoře skoková změna průřezu, 
  dole: konstrukční úkos [5] 
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Drážkování na hřídelích sloužící ke spojení jednotlivých hřídelí, nebo k uložení OK bylo 
vypočítáváno na základě vztahu [7] 
   ∙  ∙ 			, 
(8)   
kde G1 a G2 označují modul pružnosti materiálu ve smyku redukované hřídele a dílu s hřídelí 
spojeného. V případě obdrženého 3D modelu nákladního vozidla se vždy jednalo o spojení 
dvou konstrukčních prvků vyrobených z oceli, tudíž G1 = G2. Zlomek je tedy vykrácen 
a po úpravě dostaneme vztah (6). Z toho vyplývá, že ve výpočtech bylo drážkování nahrazeno 
plnou hřídelí a nebylo uvažováno.  
 
 
 
 
3.3.2 PRAKTICKÝ POSTUP VÝPOČTU REDUKOVANÝCH DÉLEK 
Nejprve bylo nutné si zvolit vhodný průměr hřídele, na který se budou redukovat délky všech 
hřídelí za použití vztahů (6), (7) a vztahů na Obr. 3.1. Samozřejmě, během odečítání momentů 
setrvačností hřídelí v programu ProE byly zároveň odečteny i rozměry těchto hřídelí, Tudíž 
rozhodování o volbě redukovaného průměru nebylo těžké. Bylo rozhodnuto, že ekvivalentním 
průměrem De pro redukovaný průměr byl zvolen průměr jádra nejdelší hřídele v hnacím 
ústrojí. Jedná se o hřídel, která spojuje spojku předního pohonu s první nápravou vozidla. 
Průměr jádra hřídele je 49mm, tedy délky všech hřídelí byly redukovány na tento průměr 
De = 49mm. 
Kvůli složitosti konstrukčního provedení hřídelí bylo nutné si hřídele rozdělit na úseky, 
po kterých se dala jednoduše spočítat celková tuhost dané hřídele. Na Obr. 3.3 vidíme hřídel 
spojující hlavní hřídel s mezinápravovým diferenciálem. Tato hřídel byla pro ilustraci výpočtů 
zvolena, protože jsou na ní vidět všechny typy konstrukčních zásahů do tvaru, jaké byly 
na hřídelích použity. 
Obr. 3.2 Tvarování hřídele, zprava: konstrukční zápich, skoková  
změna průřezu hřídele, drážkování hřídele, rádius na hřídeli 
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Byly odečteny délky a průměry odpovídající těmto délkám a byly těmto rozměrům přiřazeny 
proměnné. Výpočet redukovaných délek a vůbec všechny další výpočty probíhaly za pomocí 
software Mathcad. Dalším krokem byl již samotný výpočet ekvivalentních délek. Hodnoty 
proměnných vystupujících v následujícím výpočtu jsou tabelárně vypsány v Tab. 3.1. 
 
Tab. 3.1 Přehled odečtených hodnot 
odečtené hodnoty 
L [mm], D [mm] 
L1 108 L8 25,4 
L2 17,4 L9 98 
L3 846 L10 24 
L4 17,4 D1 74 
L5 32 D2 66,4 
L6 17,4 D3 56 
L7 576 - - 
 
Výpočet konstanty k potřebné pro výpočty prvních čtyř ekvivalentních délek 
  13 ∙  ∙ !"#
 $  $ 1%			, 
  13 ∙ 7466,4 ∙ !" 7466,4#
 $ 7466,4 $ 1%  1,2				. 
(9)   
Výpočet ekvivalentní délky Le1  
)  ) ∙  $ ) ∙
 ∙  $
)*2 ∙ 

			, 
)  108 ∙ 4974 $ 17,4 ∙ 49

74 ∙ 1,2 $ 8462 ∙ 49

66,4  150,4//			. 
(10)  
Obr. 3.3 Značení délek, černě odečtené délky, červeně vypočtené ekvivalentní délky 
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Výpočet ekvivalentní délky Le2  
)  )02 ∙ 

 $ ) ∙
 ∙  $
)*2 ∙ 

			, 
)  322 ∙ 49

74 $ 17,4 ∙ 49

74 ∙ 1,2 $ 8462 ∙ 49

66,4  132,7//			. 
(11)   
 
Výpočet ekvivalentní délky Le3  
)*  )02 ∙ 

 $ )1 ∙
 ∙  $
)22 ∙ 

			, 
)*  322 ∙ 49

74 $ 17,4 ∙ 49

74 ∙ 1,2 $ 5762 ∙ 49

66,4  92,7//			. 
(12)   
Výpočet ekvivalentní délky Le4  
)  )32 ∙ 

 $ )4 ∙
 ∙  $
)22 ∙ 

			, 
)  982 ∙ 49

74 $ 25,5 ∙ 49

74 ∙ 1,2 $ 5762 ∙ 49

66,4  100,9//			. 
(13)   
 
Výpočet konstanty ξ potřebné pro výpočet poslední ekvivalentní délky 
5  *			, 
5  7456  1,321			, 
(14)   
6  0,055 $ 71,321  1,258 ∙ 0,085  0,0551,5  1,25  0,064			. (15)  
Výpočet ekvivalentní délky Le5  
)0  7)9 $ 6 ∙ *8 ∙ * $ "
)32  6 ∙ *# ∙ 

			, 
)0  724 $ 0,064 ∙ 568 ∙ 4956 $ "982  0,064 ∙ 56# ∙ 49

74  24,9//			. 
(16)   
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Výpočet redukované délky Lred3  
)*  ) $ ) $ )* $ ) $ )0			, 
)*  150,4 $ 132,7 $ 92,7 $ 100,9 $ 24,9  501,6//			. 
(17)   
 
Redukovaná délka je označena dolním indexem s hodnotou 3 z důvodu přehlednosti. Jelikož 
byla odečtená hodnota momentu setrvačnosti této hřídele označena Ih3 , bylo na místě zvolit 
stejnou indexaci i pro redukované délky, aby bylo z prvního pohledu patrné, jaké parametry 
jsou přiřazeny jednotlivým hřídelím. Výpočet redukovaných délek všech hřídelí je připojen 
v příloze této práce. 
 
3.4 VÝPOČET TUHOSTÍ 
Po výpočtu redukovaných délek zákonitě náležel výpočet tuhostí spojovacích hřídelí a hřídelí 
v převodovce za použití modifikace vztahu (3). Ilustrace výpočtu tuhosti bude provedena 
na hřídeli, na které byl popsán výpočet redukovaných délek (Obr. 3.3). 
 
Modifikace vztahu (3) pro výpočet tuhosti redukovaných hřídelí 
      : 			, (18)   
kde Go [MPa] značí modul pružnosti ve smyku oceli, Go  = 81·103MPa a 
  32 			, (19)   
po úpravě 
  :32 			. 
(20)   
Výpočet tuhosti hřídele na Obr. 3.3 
*  :32)* 	 91,3 ∙ 10*;/ ∙ <=>			, 
*   ∙ 81 ∙ 10* ∙ 4932 ∙ 501,6  91,4 ∙ 10*;/ ∙ <=>			. 
(21)   
Značení tuhostí redukovaných hřídelí bylo založeno na stejném principu jako značení 
redukovaných délek. Jednoduše řečeno, pro stejné hřídele, stejné indexy. Dolní index „r“ 
u jednotlivých tuhostí byl vepsán pro přehlednost, aby bylo z prvního pohledu jasné, 
že se jedná o tuhost hřídele redukované délky Lred.  Výpočet tuhostí všech hřídelí je připojen 
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v příloze této práce a pro přehlednost je v   Tab. 3.2 tabelárně uveden přehled vypočtených 
hodnot tuhostí redukovaných hřídelí. 
 
  Tab. 3.2 Vypočtené tuhosti hřídelí 
označení 
tuhost  
označení 
tuhost  
c [Nm·rad-1] c [Nm·rad-1] 
c1r 79,1·103 c10r 362·103 
c2r 28,5·103 c11r 140·103 
c3r 91,4·103 c12r 1,4·106 
c4r 293·103 c13r 6,7·106 
c5r 20,8·103 c14r 7,1·106 
c6r 182·103 c15r 7,4·106 
c7r 209·103 c16r 7,1·106 
c8r 201·103 c17r 752·103 
c9r 176·103 - - 
 
Co se týče hnací a hnané hřídele převodovky, tak byla situace poněkud složitější. Je zřejmé, 
že pokud dojde ke změně zařazení převodového stupně, změní se i délky hřídelí, 
které se účastní toku krouticího momentu. V otázce momentu setrvačnosti nebyl problém, 
jelikož rotační hmoty hřídele nezávisí na zařazeném převodovém stupni, jednodušeji řečeno, 
ať je zařazen jakýkoliv převodový stupeň, tak rotují všechny hmoty.  
Naopak v případě tuhosti tomu tak není. Při změně převodového poměru se mění délky 
hřídele v záběru (délka hřídele mezi dvěma ozubenými koly). Z toho důvodu ty části hřídele, 
které zůstávají po stranách OK v záběru, nejsou krouceny krouticím momentem motoru. 
Kroutí je pouze samotné setrvačné hmoty, a jelikož je krouticí moment těchto hmot malý 
v porovnání s krouticím momentem motoru a zároveň jsou délky konců velice malé, byly tyto 
„zbytky“ hřídelí prohlášeny za dokonale tuhé. 
Vlastní výpočet tuhosti hřídelí převodovky se tedy týkal pouze úseků hřídele, vymezeného 
OK v záběru. Na Obr. 3.4 je právě patrný rozdíl délek hřídelí při zařazení 1. a 5. rychlostního 
stupně a zařazení daného stálého záběru a přídavného převodu. 
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Obr. 3.4 Tok krouticího momentu převodovkou, červeně - zařazený 5. r. st., N-CHOD a terénní 
přídavný převod, zeleně - zařazený 1. r. st., N-CHOD a terénní přídavný převod 
 
Bylo tedy nutné, rozdělit si hřídele převodovky na jednotlivé úseky dle zařazení převodového 
poměru a přistupovat k nim při výpočtu tuhostí (Tab. 3.3) jednotlivě jako k samostatným 
hřídelím. Z důvodu pozdějšího sestavení náhradní torzní soustavy bylo nutné zavést přehledné 
značení těchto tuhostí, jelikož se změněným zařazeným rychlostním stupněm se mění 
parametry částí torzní soustavy příslušící části zahrnující převodovku. 
 
Tab. 3.3 Tuhosti hnací hřídele převodovky pro jednotlivé zařazené převodové stupně 
převodový stupeň 
hřídel označení 
tuhost 
hřídel označení 
tuhost 
[-] c [Nm·rad-1] c [Nm·rad-1] 
1 
hn
ac
í h
říd
el
,
 
za
řa
ze
n
ý 
N
-
CH
O
D
 
cN1 296·103 
hn
ac
í h
říd
el
,
 
za
řa
ze
n
ý 
R
-
CH
O
D
 
cR1 323·103 
2 cN2 1,1·106 cR2 1,5·106 
3 cN3 690·103 cR3 852·103 
4 cN4 1,2·106 cR4 1,8·106 
5 cN5 1,8·106 cR5 3,6·106 
zpětný chod cNR 122·103 cRR 127·103 
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V případě hnané hřídele převodovky (Tab. 3.4), se stejné délky hřídele účastnící se na toku 
krouticího momentu podílely vždy dva zařazené převodové stupně, protože realizace zařazení 
převodového stupně zde probíhala za pomocí spojení OK s hřídelí přes drážkování na hřídeli 
i kole samotném. Stejné délky hřídele mají zařazené 2. a 3., 4. a 5., 1. převodový stupeň 
a zpětný chod. 
 
Tab. 3.4 Tuhosti hnané hřídele převodovky pro jednotlivé zařazené převodové stupně 
převodový stupeň 
hřídel označení 
tuhost 
[-] c [Nm·rad-1] 
1 
hn
an
á 
hř
íd
el
 
cH1R 667·103 
2 cH23 490·103 
3 cH23 490·103 
4 cH45 353·103 
5 cH45 353·103 
zpětný chod cH1R 667·103 
 
Závěrem této kapitoly je nutné zmínit vypočtenou tuhost kardanové hřídele 
a to c18r = 500·103Nm·rad-1. 
 
3.5 SESTAVENÍ NÁHRADNÍ TORZNÍ SOUSTAVY 
Potřeby praxe si vynutily rozvoj teorie torzního kmitání a její aplikace, který započal 
již v první polovině minulého století. K rozvoji vedlo zjištění, že nelze úspěšně navrhovat 
pístové stroje, zejména lodní motory a celé soustrojí, bez znalosti vlastních frekvencí 
spojených s torzním kmitáním, aby bylo možno předejít namáhání hřídelí mimo přípustné 
meze. „Reálné torzní systémy jsou systémy spojité. Jejich řešení s plným respektováním této 
skutečnosti by však mnohdy nebylo účelné a s ohledem na principiální matematické obtíže 
ani možné“ [8]. 
Základní úlohou při řešení torzního kmitání se tedy stává stanovení vhodných dynamických 
modelů. V praxi se osvědčily metody, které převádějí spojitý systém na systém 
se soustředěnými parametry [8]. 
 
3.5.1 REDUKCE NA SPOLEČNÝ HŘÍDEL 
Obvykle jsou součástí torzních systémů převody s ozubenými koly nebo jiné typy převodů. 
Mohou se vyskytovat i převody hydraulické nebo elektrické. „Pohybové rovnice lze v těchto 
případech sestavit např. metodou uvolňování nebo použitím Langrangeova principu“ [8] 
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? "@A@B #  @A@ $
@A@ $ @AC@B  7?8		, (22)   
kde značí 
φk  okamžitá úhlová výchylka k-tého členu 
Ek  kinetická energie soustavy 
Ep  potenciální energie soustavy 
Eb  disipativní funkce 
Mk  celkový vnější moment, působící na k-tý člen 
 
Často je výhodnější zvolit tzv. metodu redukce na společnou hřídel, kterou nahradíme 
původní systém soustavou matematicky podobnou. To znamená, že jsou mezi sebou 
převoditelné, čili místo prvního z nich můžeme vyšetřovat druhý. 
 
Budeme předpokládat, že je převod stálý, bez vůle a bez ztrát. Momenty setrvačnosti 
ozubených kol je označen I1, I2… In, a nebudeme přihlížet k poddajnosti zubů, jak již bylo 
odůvodněno v kapitole 3.2.1. Postup redukce bude osvětlen pomocí příkladu uvedeného 
na Obr. 3.5. 
Zuby jsou tedy dokonale tuhé. V tom případě je převodový poměr ozubení 
D  E*E			, (23)   
kde z3 a z4 značí počet zubů ozubených kol. Kinetická energie převodu je [8] 
A  12 **B  $ 12 B 				. (24)   
Do výrazu (24) pro kinetickou energii je zavedena ještě nová proměnná [8] 
∗   EE*			. (25)   
Obr. 3.5 Redukce systému s ozubenými koly na společný hřídel 
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Po úpravě dostaneme 
A  12 **B  $ 12  "E*E#
∗B 			. (26)   
Kinetická energie podle vztahu (26) je stejná, jako u systému se dvěma členy s momenty 
setrvačnosti I3 a I3·(z3/z4)2, navzájem spojených. Úhlové výchylky obou členů jsou 
označovány φ3 a ∗. [8] 
„Následuje-li za takovým převodem hřídel sestavena ze známých prvků tak, že její potenciální 
a kinetická energie je [8] 
A  12GHIJH  IK			, (27)   
A  12GHLB 			, (28)   
není možno jej hned připojit za redukovaný převod. Je třeba nejdříve transformovat úhly φi 
tak, aby platilo“ [8] 
H EE  H∗			. (29)   
Proto musí být 
A  12GHI "EE#
 "H EE  I EE#
 	12GHI "EE#
 JH∗  I∗K			, (30)   
A  12GH "EE#
 "LB  EE#
 	12GH "EE#
L∗B 					, (31)   
 
To znamená, že pokud násobíme všechny momenty setrvačnosti a tuhosti za převodem 
kvadrátem převodového poměru p2=(z1/z2)2, lze dále počítat s redukovanými úhly H∗. Tedy, 
jedná se o případ, jako by byla hřídel za převodem spojena s hřídelí před převodem prostě 
za sebou. Právě na již dříve zmiňovaném Obr. 3.5 je vidět postup redukce na společnou hřídel 
i v případě rozvětvené hřídele se dvěma převody [8]. 
Je nutné podotknout, že redukci na společnou hřídel lze provést na jakoukoliv hřídel 
v uvažovaném torzním systému, za podmínky, že hlavní hřídel je zvolena vhodně pro potřeby 
výpočtů. Pokud se v některé další větvi opět nachází další převody, je možno opět provést 
redukci na jednu společnou, základní, hřídel. 
Souhrnně platí [8] 
∗  D			, (32)   
∗  D				, (33)   
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kde značí I∗  redukovaný moment setrvačnosti 
c∗  redukovaná tuhost 
 
Pro provedení redukce na společnou hřídel, je další postup výpočtů stejný, jako v případě 
systému bez převodů. Vzhledem ke složitosti obdrženého modelu, bude redukce na společný 
hřídel vysvětlena po úsecích a až následně bude ilustrována vzniklá náhradní torzní soustava. 
 
PŘEVODOVÉ POMĚRY 
Do výpočtů v tuto chvíli vstupují převodové poměry vypočítané na základě vztahu (23). 
Hodnoty počtu zubů OK byly vyčteny a vypsány v kapitole 2.1, ke každé části popisu zvlášť. 
Převodové poměry p6 a p7 v tabulce chybí, jelikož je pomocí těchto dvou převodových 
poměrů vypočítán poměr p2 pro zpětný chod. 
 
Tab. 3.5 Převodové poměry 
název označení převodový poměr [-] název označení 
převodový poměr 
[-] 
N-CHOD 
p1 
27/40 = 0,68 příd. př. 
silnice 
p3 33/31 = 1,06 
R-CHOD 23/43 = 0,53 p4 44/37 = 1,19 
1. r. st. 
p2 
11/47 = 0,23 příd. př. 
terén 
p3 20/44 = 0,45 
2. r. st. 19/42 = 0,45 p4 44/37 = 1,19 
3. r. st. 26/34 = 0,76 stálý př. p7 14/38 = 0,37 
4. r. st. 33/27 = 1,22 reduktor 
c.kolo-sat. p8 24/16 = 1,5 
5. r. st. 43/22 = 1,95 
reduktor 
sat.-koruna p9 16/56 = 0,29 zpětný 
chod 11/41 = 0,27 
 
Z Tab. 3.5 je patrné, že převodové poměry p1, p2, p3 a p4 mají více variant. To je dáno tím, 
že následující výpočtová frekvenční analýza bude provedena pro všechny možné varianty 
zařazení rychlostí, ale v torzním modelu vystupuje vždy jen jeden převodový poměr, proto 
bude sestaveno příslušné množství torzních modelů, jaké odpovídá počtu možných kombinací 
zařazení převodů v převodovce.  
 
REDUKCE POSUVNÝCH HMOT 
Samozřejmě, že vozidlo není nehmotné, tudíž bylo nutné provést i redukci posuvných hmot 
vozidla na kola. Při výpočtu redukovaných posuvných hmot je čerpáno z energetické rovnosti 
mezi kinetickou energií translačního a rotačního pohybu. 
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Obecně platí 
AO  12/OPO 				, (34)   
A:Q:  12 :Q:R:Q: 				,	 (35)   
P  R<				,	 (36)   
kde značí 
Ekph kinetická energie translačního pohybu posuvných hmot 
Ekkolo kinetická energie rotačního pohybu kola 
mph hmotnost posuvných hmot  
vph rychlost posuvných hmot 
Ikkolo moment setrvačnosti kola 
ωkolo úhlová rychlost kola 
r poloměr kola 
 
V případě rovnosti (34) a (35) a po úpravě platí pro redukovaný moment setrvačnosti 
posuvných hmot 
  /OPOR:Q: 			. 
(37)   
Po dosazení vztahu (36) do (37) dostaneme 
  /O<			, (38)   
Avšak vztah (38) popisuje stav, ve kterém by se vozidlo nacházelo v případě, že by mělo 
pouze jedno kolo, a to není pravda. V našem případě se jedná o vozidlo s osmi koly, tedy 
Obr. 3.6 Redukce posuvných hmot, a) translační pohyb vozidla, 
 b)rotační pohyb kola 
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výsledný moment setrvačnosti posuvných hmot, který je redukován na konec torzní soustavy 
zní 
O  18   18/O<			. (39)   
Vozidlo je ve výpočtech uvažováno pouze ve dvou stavech. První značí vozidlo ve stavu 
prázdném, čili není naloženo, a druhý případ značí vozidlo ve stavu plně naloženém. 
Vypočtené momenty setrvačnosti posuvných hmot (celkové, ne osminové na každé kolo 
zvlášť), redukovaných na konec torzní soustavy pro kola o poloměru 22,5‘‘ umístěné 
na vozidle dle výkresové dokumentace, jsou vypsány v tabulce  Tab. 3.6. Výpočet redukce 
posuvných hmot je uveden v příloze této práce. 
 
Tab. 3.6 Hmotnosti [9] a redukované momenty setrvačnosti posuvných hmot 
stav 
hmotnost 
označení 
moment setrvačnosti 
m [kg]  I [kg·m2] 
prázdné vozidlo 13200 Iphprazdne 4,3·103 
naložené vozidlo 41000 Iphplne 13,4·103 
 
 
REDUKCE NA SPOLEČNÝ HŘÍDEL - MOTOR S PŘEVODOVKOU 
Na výkresu převodovky na Obr. 3.4 je patrné, že se jedná o poněkud složitou soustavu OK 
jak je v převodovkách s odpovídajícím počtem rychlostí obvyklé. Výpočet redukce 
na společnou hřídel bude ilustrován na zařazení následujících převodových poměrů 
v převodovce: 
• kola stálého záběru – N-CHOD 
• převodovka – 5. rychlostní stupeň 
• přídavný převod – silnice 
• stav vozidla – prázdné 
Nejdříve bylo nutné si uvědomit, jak jsou jednotlivá kola zapojena do přenosu krouticího 
momentu, což je patrné na Obr. 3.7. Spolu se spojenými koly daného převodu, jsou roztáčena 
i kola, která jsou ve stálém záběru, to plyne z konstrukce samotné převodovky. Tato roztáčená 
kola byla také započítána do redukce na společný hřídel. 
Při redukci se vycházelo z motoru, čili, probíhala redukce na kardanový hřídel. Do rovnic 
pro jednotlivé body náhradní torzní soustavy vstupují v tuto chvíli vyčtené momenty 
setrvačnosti a tuhosti, uvedené v kapitole 2. 
Indexy momentů setrvačností byly značeny vzestupně od 1 až po 26 tak, jak postupovala 
redukce od motoru až ke kolům. Naopak indexy tuhostí, vystupujících v náhradní torzní 
soustavě, označují, jaké dva body spojují dané torzní pružiny, např.: c12 spojuje I1 a I2. 
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Momenty setrvačnosti spojovacích hřídelí, ne jenom převodovky, byly rozděleny na polovinu 
a přičteny ke kolům na konci těchto hřídelí. 
 
 
Vzhledem k zařazení tak velkého počtu rychlostních stupňů v převodovce, bylo namístě, 
parametrizovat si výsledné rovnice tak, aby přepsáním jednoho parametru, například 
převodového poměru stálého záběru, byly přepočítány rovnice všech momentů setrvačností 
a tuhostí bez nutného zásahu. Hlavním důvodem je usnadnění práce, protože neustálé 
upravování rovnic by bylo příliš namáhavé a zdlouhavé. Takže před výpočtem v Mathcadu 
vždy byl umístěn seznam parametrů příslušící dané zvolené konfiguraci převodů 
v převodovce. 
• p1 – p9  parametrizují zařazené převodové poměry v převodech náhradní torzní 
soustavy 
• pb – vyjadřuje součin p12 · p22 · p32 · p42, jelikož tato kombinace vystupuje dále 
za převodovkou 
• c19r a c20r parametrizují tuhost hnací a hnané hřídele převodovky, jelikož se tuhosti 
mění dle zařazeného rychlostního stupně 
• Isp a Ipridavny parametrizují momenty setrvačnosti zabírajících kol redukovaných 
na společný hřídel ve stálém a přídavném převodu 
• Iprevod parametrizuje momenty setrvačnosti zabírajících kol redukovaných na společný 
hřídel v převodovce samotné 
• Iposuvne parametrizuje redukovaný moment setrvačnosti posuvných hmot 
Výsledná náhradní torzní soustava je uvedena v kapitole 3.6 na Obr. 3.11. Převodovce 
odpovídají v náhradní torzní soustavě momenty setrvačnosti a tuhosti: 
Obr. 3.7 Tok krouticího momentu z motoru skrz převodovkou, zeleně - krouticí  
   moment, modře - roztáčená kola v záběru 
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• I1 – moment setrvačnosti motoru a poloviny kardanu 
• I2 – redukovaný moment setrvačnosti poloviny kardanu a s kardanem spojeného 
stálého záběru a s ním spojené poloviny hnací hřídele převodovky 
• I3 – redukovaný moment setrvačnosti poloviny hnací hřídele převodovky a převodu 
a poloviny hnané hřídele převodovky 
• I4 – redukovaný moment setrvačnosti poloviny hnané hřídele, přídavný převod, hlavní 
hřídel a poloviny spojovacích hřídelí spojených drážkováním s hlavní hřídelí  
• c12 redukovaná tuhost kardanu 
• c23 redukovaná tuhost hnací hřídele převodovky 
• c34 redukovaná tuhost hnané hřídele převodovky 
Příklad rovnic redukce na společný hřídel 
  J0,5 ∙ SO $ HTUVWK ∙ D ∙ D $ 7X $ 0,5O $ 0,5O*8 ∙ DC			,	 (40)   
*  9 ∙ D ∙ D			.	 (41)   
 
REDUKCE NA SPOLEČNÝ HŘÍDEL - HNACÍ HŘÍDELE S DIFERENCIÁLY 
V této části torzního modelu se objevují sériově spojené hřídele. Součet jejich tuhostí 
se chová stejně jako sériově spojené torzní pružiny. 
1  1 $ 1			,	 (42)   
po úpravě 
   ∙  $ 			,	 (43)   
Takzvaná hlavní hřídel byla v těchto výpočtech rozdělena na polovinu, na část 
před a za kolem. Tuhost výsledných dvou hřídelí je tedy dvojnásobná než tuhost hlavní 
hřídele. 
 
 
Obr. 3.8 Spojovací hřídele, 1 – kolo z přídavného převodu nasazené na hlavní hřídel, a) přední pohon, 
 b) zadní pohon 
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V náhradní torzní soustavě odpovídají hnacím hřídelím s diferenciály momenty setrvačnosti 
a tuhosti: 
• I5 – redukovaný moment setrvačnosti mezinápravového diferenciálu a poloviny s ním 
spojených hnacích hřídelí 
• I6 – redukovaný moment setrvačnosti nápravového diferenciálu 4. nápravy a poloviny 
s ním spojených hnacích hřídelí 
• I11 – redukovaný moment setrvačnosti nápravového diferenciálu 3. nápravy a poloviny 
s ním spojených hnacích hřídelí 
• I16 – redukovaný moment setrvačnosti spojky předního pohonu a poloviny 
s ní spojených hnacích hřídelí 
• I17 – redukovaný moment setrvačnosti nápravového diferenciálu 2. nápravy a poloviny 
s ním spojených hnacích hřídelí 
• I22 – redukovaný moment setrvačnosti nápravového diferenciálu 1. nápravy a poloviny 
s ním spojených hnacích hřídelí 
• c45 redukované tuhosti hřídelí pohánějících mezinápravový diferenciál 
• c56 redukované tuhosti hřídele spojující mezinápravový diferenciál s diferenciálem 
na 4. nápravě 
• c511 redukované tuhosti hřídele spojující mezinápravový diferenciál s diferenciálem 
na 3. nápravě 
• c416 redukované tuhosti hřídele spojující výstup s přídavného převodu se spojkou 
předního pohonu 
• c1617 redukované tuhosti hřídele spojující spojku předního pohonu s diferenciálem 
2. nápravy 
• c1622 redukované tuhosti hřídele spojující spojku předního pohonu s diferenciálem 
1. nápravy 
Příklad rovnic redukce na společnou hřídel 
  70,5 ∙ O2 $ XV $ 0,5 ∙ O* $ 0,5 ∙ O3 $ 0,5 ∙ O8 ∙ DC			,		 (44)   
0  2 ∙  ∙ *2 ∙  $ *				. (45)   
 
REDUKCE NA SPOLEČNÝ HŘÍDEL - POLOOSY S REDUKTORY 
Nakonec zbývá k doposud stávající náhradní soustavě „doredukovat“ část modelu od stálého 
převodu po reduktory s koly samotnými. Tato část modelu je dobře patrná na Obr. 3.9. 
K redukci bylo přistoupeno zvlášť pro levou polovinu náprav a pravou polovinu náprav, 
jelikož se od sebe konstrukčně liší v prostoru stálého převodu.  
V náhradní torzní soustavě hnacím hřídelím s diferenciály odpovídají momenty setrvačnosti 
a tuhosti: 
• I7, I12 – redukované momenty setrvačnosti stálého převodu pravé poloosy zadních 
náprav a s ním spojených polovin hnacích hřídelí 
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• I9, I14 – redukované momenty setrvačnosti stálého převodu levé poloosy zadních 
náprav a s ním spojených polovin hnacích hřídelí 
• I20, I25 – redukované momenty setrvačnosti stálého převodu pravé poloosy předních 
náprav a s ním spojených polovin hnacích hřídelí 
• I18, I23 – redukované momenty setrvačnosti stálého převodu levé poloosy předních 
náprav a s ním spojených polovin hnacích hřídelí 
• I8, I10, I13, I15, – redukované momenty setrvačnosti poloviny zadní poloosy, reduktoru 
na zadní nápravě a osminy posuvných hmot  
• I19, I21, I24, I26, – redukované momenty setrvačnosti poloviny přední poloosy, 
reduktoru na přední nápravě a osminy posuvných hmot 
• c78, c910, c1213, c1415 – redukované tuhosti zadních poloos 
• c1819, c2021, c2324, c2526 – redukované tuhosti předních poloos 
Příklad rovnic redukce na společnou hřídel 
2  J0,5 ∙ O* $ XK ∙ DC $ 70,5 ∙ O $ YX8 ∙ DC ∙ D2   , (46)   
43  9 ∙ 9 $ 				. (47)   
 
 
Vypočtené hodnoty uvedených redukovaných momentů setrvačností jsou uvedeny v Tab. 4.1 
a vypočtené hodnoty uvedených redukovaných tuhostí jsou uvedeny v Tab. 4.2. 
Obr. 3.9 Řešení stálého převodu Tatra[10] 
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Závěrem této kapitoly je nutné dodat, že výpočty pro redukci na společný hřídel pro všechny 
možné varianty zařazených převodů jsou uvedeny v přiloženém CD této práce a všechny 
rovnice ilustrovaného postupu jsou v příloze této práce.  
Pro přehlednost jsou na následujícím obrázku popsány hlavní komponenty hnacího ústrojí, 
na jejichž základě byla vytvořena náhradní torzní soustava. 
 
 
 
 
 
Obr. 3.10 1 – Přídavný převod, 2 – hřídel spojující hlavní hřídel s mezinápravovým diferenciálem,   
3 - hřídel spojující mezinápravový dif. s nápravovým dif., 4 – hlavní hřídel, 5 – hřídel spojující spojku 
předního pohonu s dif. druhé nápravy, 6 – hřídel spojující spojku předního pohonu s dif. první 
nápravy, 7 – hřídel spojující dif. se vzdálenější poloosou, 8 – mezinápravový diferenciál,                  
9 – nápravový diferenciál, 10 – kuželová kola stálého převodu, 11 – talířová kola stálého převodu,    
12 – zadní poloosa, 13 – díl přední poloosy spojený se stálým převodem, 14 – díl přední poloosy 
spojený s reduktorem v kole, 15 – spojka předního pohonu  
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3.6 NÁHRADNÍ TORZNÍ SOUSTAVA 8X8 
Na následujícím obrázku je zobrazena náhradní torzní soustava pro uspořádání 8x8 
a libovolný zařazený převodový poměr v převodovce. Jedná se o poněkud složitou 
(rozvětvenou) torzní soustavu. Členění je popsáno na samotném obrázku. 
 
 
V následujících analýzách pro variantu 8x8 se již vycházelo z této finální soustavy. 
  
Obr. 3.11 Náhradní torzní soustava 8x8 
BRNO 2013 
 
  47 
 
NÁHRADNÍ TORZNÍ SOUSTAVA 
3.7 NÁHRADNÍ TORZNÍ SOUSTAVA 8X4 
Protože je zde možnost odpojení předního pohonu a pohonu pouze zadních dvou náprav, 
tak bylo přistoupeno i k této variantě, čili k pohonu 8x4. Opět je na následujícím obrázku 
zobrazena náhradní torzní soustava pro libovolný zařazený převodový poměr v převodovce. 
 
 
Redukce na společný hřídel této náhradní torzní soustavy vychází z verze pro 8x8, 
tzn., že pro výpočet byly z vypočtených rovnic pro jednotlivé redukované momenty 
setrvačnosti a redukované tuhosti vypuštěny ty, které byly popsány dolním indexem 17 a více. 
Například I17, I18, c1617 a další, protože jsou součástí předního pohonu, který je v této variantě 
odpojen. 
 
Obr. 3.12 Náhradní torzní soustava 8x4 
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4 VÝPOČTOVÁ FREKVENČNÍ ANALÝZA 
Cílem výpočtové frekvenční analýzy neboli modální analýzy, je popsat mechanický systém. 
Popis je proveden pomocí lineárního matematického modelu s konečným počtem stupňů 
volnosti. Takový model je popsán systémem vzájemně vázaných lineárních diferenciálních 
rovnic. Z řešení těchto diferenciálních rovnic vyplynou mj. vlastní čísla, neboli vlastní 
frekvence, a vlastní vektory. Vlastní vektory jsou tvary kmitání, které přísluší jednotlivým 
vlastním frekvencím a jinak se také nazývají mody [8]. 
 
4.1 VÝPOČET VLASTNÍCH FREKVENCÍ A TVARŮ 
Mechanické systémy s diskrétními prvky se skládají z většího počtu těles, která se vzájemně 
ovlivňují silově a kinematicky. Síly vnitřní, vnější a setrvačné, které působí na jednotlivá 
pružná tělesa systému, je deformují. Model uvažovaného dynamického systému získáme jeho 
zjednodušováním. Zjednodušovat lze ale jen pouze do té míry, dokud model ještě dostatečně 
vystihuje jevy, které jsou podrobovány zkoumání [8]. 
Pro analýzu pohybu systému je potřeba sestavit rovnice. Tyto rovnice vycházejí ze základních 
principů mechaniky a ty je potřeba doplnit všemi potřebnými vazebnými a počátečními 
podmínkami. V technické mechanice se často aplikují dva diferenciální principy, 
d’Alambertův a Lagrangeův, který byl již dříve zmíněn [8]. 
Výsledkem užití těchto principů je rovnice [11]. 
Z[ $ \ZB $ ]Z  ^			, (48)   
kde značí 
M rotační člen 
B tlumicí člen 
C
 
pružný člen  
q
 
zobecněná souřadnice 
Q zobecněné buzení 
V této rovnici značí M, B a C symetrické čtvercové matice a veličiny q,	qB ,	q[  značí sloupcové 
vektory úhlových natočení, rychlostí a zrychlení [8]. 
Systém je autonomní, nepůsobí-li na něj vnější síly, tedy Q = 0 a soustava rovnic 
je homogenní. Při Q ≠ 0 je soustava rovnic heterogenní a jde o pohyb vynucený. Q je obvykle 
funkcí času. Často se setkáváme s případy, kdy se Q mění harmonicky v čase a v dynamickém 
systému tak vzniknou harmonické kmity [8]. 
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4.1.1 NETLUMENÝ AUTONOMNÍ SYSTÉM 
Systém je autonomní netlumený, když platí Q = 0 a B = 0. Pohybová rovnice tohoto systému 
má pak tvar [8] 
Z[ $ ]Z  0			. (49)   
Řešením rovnice (49) pak je 
Z  =`HaY			, (50)   
kde značí 
a  vektor úhlových amplitud 
ω  úhlová frekvence 
 
Po dosazení (50) do (49) dostaneme po úpravě 
7]  Ω8=  0			, (51)   
kde značí 
Ω  úhlová frekvence vlastního kmitání 
Tato rovnice je maticovým zápisem soustavy lineárních algebraických rovnic pro neznámé 
amplitudy a. 
 
4.1.2 VLASTNÍ ČÍSLA A VLASTNÍ VEKTORY 
Vzhledem k velkému počtu stupňů volnosti s ohledem na velký počet potřebných operací 
nepřichází v úvahu určování vlastních frekvencí jako kořenů rovnice (51) [8]. 
Vztah (51) lze upravit tak, že jej zleva vynásobíme maticí M-1. Po této úpravě dostaneme 
7>]  Ω8=  0			, (52)   
kde značí 
I  jednotková matice 
Tento zápis lze převést na tzv. zápis standartního problému vlastních čísel 
7c  d85  e			, (53)   
kde značí 
A  čtvercová matice 
d  vlastní číslo 
x  vlastní vektor 
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Z tohoto zápisu je patrné, že kořeny Ω2 rovnice jsou vlastní čísla λ matice A. Vlastní úhlové 
frekvence systému se tedy rovnají druhým odmocninám vlastních čísel této matice. Vlastní 
tvary kmitání jsou pak určeny vlastními vektory této matice 
c  > ∙ ]			, (54)   
Ω  √d				.   (55)   
Dalším krokem ve výpočtech bylo sestavení matic hmotnosti a tuhosti. 
 
SESTAVENÍ MATICE HMOTNOSTI 
Matice hmotnosti je diagonální. Na diagonále se nacházejí vypočítané momenty setrvačnosti 
náhradní torzní soustavy a mimo diagonálu jsou nuly: 
 
g
hi
 00  ⋯ 0	 	00	 	0⋮ ⋱ ⋮0	 	00	 	0 ⋯ 0 00 1m
no			. (56)  
 
Pro zvolený převod a stav vozidla (N-CHOD + 5. r. st. + silniční přídavný př. a prázdné 
vozidlo) jsou vypočtené hodnoty redukovaných momentů setrvačnosti, kterými se naplnila 
matice hmotnosti, vypsány v Tab. 4.1. 
 
Tab. 4.1 Vypočtené hodnoty redukovaných momentů setrvačnosti 
moment 
setrvačnosti [kg·m
2] moment 
setrvačnosti [kg·m
2] moment 
setrvačnosti [kg·m
2] 
I1 3,6 I10 40 I19 39,2 
I2 177·10-3 I11 655·10-3 I20 180·10-3 
I3 236·10-3 I12 187·10-3 I21 39,2 
I4 2 I13 40 I22 603·10-3 
I5 1,2 I14 186·10-3 I23 167·10-3 
I6 697·10-3 I15 40 I24 39,2 
I7 187·10-3 I16 721·10-3 I25 182·10-3 
I8 40 I17 622·10-3 I26 39,2 
I9 188·10-3 I18 167·10-3 - - 
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SESTAVENÍ MATICE TUHOSTI 
Matice tuhosti je symetrická a je vyplněna hodnotami torzních tuhostí cij = cji ilustrované 
náhradní torzní soustavy. Na diagonále se nachází součet každého řádku matice, 
který nahrazuje diagonální prvek. Změnou znaménka na záporné pak dostaneme 
mimodiagonální prvky matice tuhosti: 
] 
g
hh
hh
hh
hh
hh
hh
hh
iGI
1
Ip
 0 0 ⋯ 0 ⋯ 0 0
 GI
1
Ip
* 0 ⋯ 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 1 ⋯ G1I
1
Ip
⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 0 ⋯ G0I
1
Ip
01
0 0 0 0 ⋯ 0 ⋯ 10 G1I
1
Ip m
nn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
o
			. (57)   
 
Pro zvolený převod a stav vozidla (N-CHOD + 5. r. st. + silniční přídavný př. a prázdné 
vozidlo) jsou vypočtené hodnoty redukovaných tuhostí, kterými se naplnila matice tuhosti, 
vypsány v Tab. 4.2. 
 
Tab. 4.2 Vypočtené hodnoty redukovaných tuhostí 
tuhost [Nm·rad-1] tuhost [Nm·rad-1] tuhost [Nm·rad-1] 
c12 499,9·103 c511 478,4·106 c1720 495,3·103 
c23 821,7·103 c1112 18,7·106 c2021 38,2·103 
c34 613,9·103 c1213 29,9·103 c1622 58,2·103 
c45 246,4·103 c1114 478,4·103 c2223 20,5·106 
c56 79,4·103 c1415 29,9·103 c2324 38,2·103 
c67 18,7·106 c416 7,7·106 c2225 566,5·103 
c78 29,9·103 c1617 817·103 c2526 38,2·103 
c69 547,3·103 c1718 20,5·106 - - 
c910 29,9·103 c1819 38,2·103 - - 
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4.1.3 VÝPOČET VLASTNÍCH ČÍSEL A VEKTORŮ 
Po naplnění matic tuhosti a hmotnosti je možné přistoupit již k samotnému výpočtu vlastních 
čísel a vektorů a určit tak vlastní frekvence kmitání soustavy a amplitudy kmitání příslušící 
jednotlivým frekvencím. 
 
VLASTNÍ ČÍSLA A VLASTNÍ FREKVENCE KMITÁNÍ 
Výpočet vlastních čísel probíhal v prostředí programu Mathcad za použití funkce 
λ = eigenvals(A), která vrací po výpočtu vektor vlastních čísel matice A. Po dosazení 
výsledného vektoru do vztahu (55) je spočítán vektor vlastních úhlových frekvencí. 
Pro výpočet vlastních frekvencí je vektor přepočítán podle vztahu 
q  Ω2				.	 (58)   
Pro ilustrovaný příklad jsou vypočtené hodnoty vlastních frekvencí uvedeny v kapitole 4.3. 
 
VLASTNÍ VEKTORY A AMPLITUDY KMITÁNÍ 
Výpočet vlastních čísel probíhal také v prostředí programu Mathcad. Byla požita funkce 
x = eigenvecs(A), která vrací po výpočtu matici vlastních vektorů matice A. 
Pro zobrazení tvaru kmitání pro jednotlivé vlastní frekvence je potřeba znát tzv. poměrné 
amplitudy, které se vypočítají na základě amplitud kmitání. Vztah pro výpočet poměrných 
amplitud zní [12] 
=H  5H59				, (59)   
kde značí 
xi  velikost amplitudy i-té hmoty 
x0  velikost vztažné amplitudy  
Záleží jen na volbě správné vztažné amplitudy, zpravidla se volí amplitudy hmot umístěných 
na konci torzního řetězce, které odpovídají počátečnímu impulsu. Poměrné amplitudy ai jsou 
vztaženy v případě hnacího ústrojí 8x8 i 8x4 k amplitudě kmitání motoru.
 
 
4.1.4 VYKRESLENÍ POMĚRNÝCH AMPLITUD KMITÁNÍ 
Dalším bodem analýzy je vykreslení vlastního tvaru kmitání. Pro řešení jednoduchých 
torzních soustav, jako je například kliková hřídel, se používá grafické znázornění, kde jsou 
na ose x vyneseny jednotlivé body náhradní torzní soustavy (dále modelu) a na ose y jsou 
vyneseny poměrné amplitudy kmitání. 
Avšak pro řešení takto složitého modelu je tento způsob grafické interpretace výsledků 
poněkud nepřehledný, jelikož všechny body modelu nejsou přímo za sebou, ale jsou 
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rozvětveny ve složitém uspořádání. Například ze zobrazení vlastního tvaru kmitání na Obr. 
4.1 pro ilustrovanou náhradní torzní soustavu, není na první pohled patrné, kde se nacházejí 
uzly kmitání. Průběh čáry nezobrazuje plynule výchylku poměrných amplitud, ale skokově 
se mění v závislosti na bodech modelu. 
 
 
Vyčítání výsledků modální analýzy, nejen v tomto případě, vyžaduje velké úsilí. Proto bylo 
přistoupeno k jiné zobrazovací metodě. V prostředí programu Excel byl vytvořen model 
náhradní torzní soustavy odpovídající Obr. 3.11 pro verzi 8x8 a Obr. 3.12 pro verzi 8x4. 
Tento model je zobrazen na následujícím obrázku. 
 
Obr. 4.2 Náhradní model 
body torzního modelu
spojovací hřídele
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
2/pravá
1/pravá
3/levá
2/levá
1/levá
I1 I2 I3 I4
I5
I6
I7 I8
I9 I10
I11
I12 I13
I14 I15
I16
I17
I18 I19
I20 I21
I22
I23 I24
I25 I26
-3
-1
1
3
5
7
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
a
i[-
]
body modelu  [-] 
11. vlastní tvar kmitání, f = 63,8Hz
Obr. 4.1 Běžné zobrazení tvaru kmitání 
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Pro zobrazení 11. vlastního tvaru kmitání vypadá model následovně (pro přehlednost 
byly odstraněny popisky). 
 
 
Kvůli příliš velkým hodnotám poměrných amplitud ai je model nepřehledný. Proto 
bylo přistoupeno ke třetímu, a zároveň poslednímu, řešení. Z grafu je patrné, že do takto 
vytvořeného modelu, nelze vynášet skutečné hodnoty poměrných amplitud. Byl zvolen 
přístup, který se zakládá na parametrizaci poměrných amplitud a jejich vypsání tabelárně 
zvlášť. 
Pro 
=H r 0	, =H  $D				, (60)   
=H s 0	, =H  D				, (61)   
kde značí 
p  parametr 
S ohledem na vytvořený model byl parametr zvolen p = 0,5. Výsledné zobrazení modů 
kmitání je předvedeno na 11. vlastní frekvenci kmitání ilustrované náhradní torzní soustavy 
na následujícím obrázku. 
11. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 63,8 Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
Obr. 4.3 Nepřehledné zobrazení vlastního tvaru kmitání 
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V tuto chvíli, je již patrné, kde se nacházejí uzly kmitání. Pro úplné popsání 11. modu kmitání 
ilustrované náhradní torzní soustavy je nutné ještě připojit tabulku hodnot poměrných 
amplitud jednotlivých bodů modelu. 
 
Tab. 4.3 Poměrné amplitudy 11. modu kmitání 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I10 -0,023 I19 0,012 
I2 -0,17 I11 -2,09 I20 -1,91 
I3 -0,88 I12 -2,09 I21 0,012 
I4 -1,77 I13 0,0098 I22 5,691 
I5 -1,98 I14 -2,08 I23 5,688 
I6 4,85 I15 0,0098 I24 -0,035 
I7 4,85 I16 -1,76 I25 5,6 
I8 -0,023 I17 -1,95 I26 -0,034 
I9 4,85 I18 -1,95 - - 
11. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 63,8Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
2/pravá
1/pravá
3/levá
2/levá
1/levá
I1 I2 I3 I4
I5
I6
I7 I8
I9 I10
I11
I12 I13
I14 I15
I16
I17
I18 I19
I20 I21
I22
I23 I24
I25 I26
Obr. 4.4 Finální zobrazení vlastních tvarů kmitání 
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Ze všech takto vypočtených analýz (pro všechny možné kombinace převodů) byly vybrány 
dvě varianty. První z nich popisuje stav, kdy jsou převodové poměry voleny na maximální 
krouticí moment (od vozidla se očekává rozjezd pod maximálním zatížením nákladem) 
a druhý stav, který určuje zařazení převodů na maximální rychlost vozidla. 
 
4.2 ANALÝZA MODELU NA MAXIMÁLNÍ KROUTICÍ MOMENT 
Pro maximální krouticí moment je uvažováno zařazení převodu R-CHOD ve stálém záběru, 
prvního rychlostního stupně v převodovce a terénního převodu v přídavné převodovce. 
Vozidlo je v tomto případě naložené a pohybuje se rychlostí 2,8km/h. 
Vzhledem k velkému počtu modů kmitání byly vybrány jen některé, zbylé jsou připojeny 
k příloze této práce. 
 
4.2.1 POHON 8X8 
Pro pohon 8x8 odpovídá náhradní torzní soustava na Obr. 3.11. Již podle obrázku je patrné, 
že v této náhradní soustavě může nastat až 25 vlastních tvarů kmitání. Výsledkem výpočtové 
frekvenční analýzy je 25 vlastních frekvencí (Tab. 4.4) a tvarů kmitání. 
 
Tab. 4.4 Vlastní frekvence - analýza na maximální krouticí moment - 8x8 
frekvence f [Hz] frekvence f [Hz] frekvence f [Hz] 
f1 1,79 f10 59,5 f19 343,5 
f2 1,96 f11 71,3 f20 359,4 
f3 2,32 f12 118,9 f21 575 
f4 2,490 f13 164,6 f22 1798 
f5 2,493 f14 237,6 f23 1814 
f6 2,76 f15 255 f24 1991 
f7 2,81 f16 305 f25 1997 
f8 2,86 f17 309 - - 
f9 48,8 f18 320 - - 
 
Z Tabulky je patrné, že prvních osm frekvencí je velice malých. Je zajímavé, že zrovna 
prvních osm frekvencí je takto nízkých, ale pokud si uvědomíme, že se jedná o vozidlo s osmi 
koly, je jasné, že se jedná o spojitost.  
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Tab. 4.5 Amplitudy kmitání 1. vlastního tvaru kmitání, Mkmax, 8x8 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 0,999 I10 -20,725 I19 1,756 
I2 0,994 I11 -2,134 I20 1,123 
I3 0,945 I12 -2,138 I21 1,845 
I4 -2,070 I13 -4,301 I22 7,501 
I5 -9,731 I14 -2,279 I23 7,510 
I6 -9,747 I15 -4,584 I24 12,341 
I7 -19,609 I16 1,001 I25 7,842 
I8 -10,302 I17 1,067 I26 12,885 
I9 0,999 I18 1,068 - - 
 
1. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ f = 1,8Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
2/pravá
1/pravá
3/levá
2/levá
1/levá
I1 I2 I3 I4
I5
I6
I7 I8
I9 I10
I11
I12 I13
I14 I15
I16
I17
I18 I19
I20 I21
I22
I23 I24
I25 I26
Obr. 4.5 
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Tab. 4.6 Amplitudy kmitání 8. vlastního tvaru kmitání, Mkmax, 8x8 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I10 -0,283 I19 -16,779 
I2 0,998 I11 0,364 I20 0,000 
I3 0,984 I12 0,361 I21 0,093 
I4 0,860 I13 -1,282 I22 0,000 
I5 0,406 I14 0,283 I23 -0,003 
I6 0,100 I15 -1,005 I24 -1,185 
I7 0,099 I16 0,771 I25 0,000 
I8 -0,351 I17 -0,007 I26 0,008 
I9 0,080 I18 -0,038 - - 
 
8. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 2,9Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
2/pravá
1/pravá
3/levá
2/levá
1/levá
I1 I2 I3 I4
I5
I6
I7 I8
I9 I10
I11
I12 I13
I14 I15
I16
I17
I18 I19
I20 I21
I22
I23 I24
I25 I26
Obr. 4.6 
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Tab. 4.7 Amplitudy kmitání 9. vlastního tvaru kmitání, Mkmax, 8x8 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I10 4,315 I19 0,133 
I2 0,313 I11 -806,998 I20 -36,994 
I3 -3,638 I12 -806,462 I21 0,127 
I4 -37,358 I13 2,161 I22 -49,678 
I5 -792,714 I14 -786,474 I23 -49,623 
I6 -1646,495 I15 2,108 I24 0,171 
I7 -1645,402 I16 -37,859 I25 -47,885 
I8 4,409 I17 -38,592 I26 0,165 
I9 -1610,344 I18 -38,550 - - 
  
9. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 48,8Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
2/pravá
1/pravá
3/levá
2/levá
1/levá
I1 I2 I3 I4
I5
I6
I7 I8
I9 I10
I11
I12 I13
I14 I15
I16
I17
I18 I19
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I23 I24
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BRNO 2013 
 
  60 
 
VÝPOČTOVÁ FREKVENČNÍ ANALÝZA 
4.2.2 POHON 8X4 
Pro pohon 8x4 odpovídá náhradní torzní soustava na Obr. 3.12. Již podle obrázku je patrné, 
že v této náhradní soustavě může nastat až 15 vlastních tvarů kmitání. Výsledkem výpočtové 
frekvenční analýzy je 15 vlastních frekvencí a tvarů kmitání. 
 
Tab. 4.8 Vlastní frekvence - analýza na maximální krouticí moment - 8x4 
frekvence f [Hz] frekvence f [Hz] frekvence f [Hz] 
f1 1,6 f6 69,7 f11 343,5 
f2 1,8 f7 137,8 f12 359 
f3 2,2 f8 237,3 f13 724 
f4 2,4 f9 255 f14 1798 
f5 45,9 f10 302,4 f15 1814 
 
Opět si můžeme povšimnout, že první čtyři frekvence jsou velice nízké. V minulém případě 
mělo vozidlo osm kol a osm prvních frekvencí bylo nízkých, nyní jsou hnané jen 4 kola 
a první 4 frekvence jsou nízké. Opět se s největší pravděpodobností jedná o spojitost. 
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Tab. 4.9 Amplitudy kmitání 1. vlastního tvaru kmitání, Mkmax, 8x4 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I6 -3,118 I11 -0,050 
I2 0,999 I7 -3,122 I12 -0,051 
I3 0,995 I8 -5,206 I13 -0,222 
I4 0,956 I9 -3,450 I14 -0,053 
I5 -0,049 I10 -15,111 I15 -0,088 
- - - - I16 0,956 
 
  
1. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 1,6Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
3/leváI1 I2 I3
I4
I5
I6
I7 I8
I9 I10
I11
I12 I13
I14 I15
I16
spojka předního pohonu
Obr. 4.8 
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Tab. 4.10 Amplitudy kmitání 4. vlastního tvaru kmitání, Mkmax, 8x4 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I6 0,838 I11 -1,668 
I2 0,998 I7 0,849 I12 -1,665 
I3 0,989 I8 7,560 I13 2,341 
I4 0,903 I9 0,784 I14 -3,303 
I5 -1,325 I10 -1,103 I15 -29,426 
- - - - I16 0,903 
 
  
4. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 2,4Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
3/leváI1 I2 I3
I4
I5
I6
I7 I8
I9 I10
I11
I12 I13
I14 I15
I16
spojka předního pohonu
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Tab. 4.11 Amplitudy kmitání 5. vlastního tvaru kmitání, Mkmax, 8x4 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I6 -1600,754 I11 -739,529 
I2 0,394 I7 -1599,513 I12 -739,527 
I3 -3,102 I8 4,863 I13 1,165 
I4 -33,094 I9 -1600,991 I14 -717,675 
I5 -725,343 I10 2,521 I15 2,182 
- - - - I16 -33,235 
 
  
5. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 45,9Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
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3/pravá
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4.3 ANALÝZA MODELU NA MAXIMÁLNÍ RYCHLOST 
Pro maximální rychlost vozidla je uvažováno zařazení převodu N-CHOD ve stálém záběru, 
pátého rychlostního stupně v převodovce a silničního převodu v přídavné převodovce. 
Vozidlo je v tomto případě prázdné a pohybuje se rychlostí 102,3km/h 
 
4.3.1 POHON 8X8 
 
Tab. 4.12 Vlastní frekvence - analýza na maximální rychlost - 8x8 
frekvence f [Hz] frekvence f [Hz] frekvence f [Hz] 
f1 3,12 f10 57 f19 359,4 
f2 3,68 f11 63,8 f20 524,5 
f3 4,21 f12 81 f21 628,6 
f4 4,29 f13 167,6 f22 1798 
f5 4,30 f14 255,1 f23 1815 
f6 4,88 f15 270,7 f24 1991 
f7 4,89 f16 305 f25 1997 
f8 20 f17 310,2 - - 
f9 45,3 f18 320 - - 
 
Je patrné, že v této kombinaci převodových poměrů 8. frekvence vzrostla a není již tak nízká 
jako v předchozím modelu. Dále je patrné, že se změnil i samotný tvar kmitání ve srovnání 
Obr. 4.6 s Obr. 4.12. 
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Tab. 4.13 Amplitudy kmitání 1. vlastního tvaru kmitání, vmax, 8x8 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I10 -14,952 I19 1,875 
I2 0,997 I11 -1,198 I20 1,193 
I3 0,995 I12 -1,200 I21 1,972 
I4 0,993 I13 -2,474 I22 9,136 
I5 -1,160 I14 -1,284 I23 9,147 
I6 -6,833 I15 -2,645 I24 15,116 
I7 -6,845 I16 1,061 I25 9,557 
I8 -14,106 I17 1,133 I26 15,794 
I9 -7,255 I18 1,134 - - 
  
1. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 3,1Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
2/pravá
1/pravá
3/levá
2/levá
1/levá
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Tab. 4.14 Amplitudy kmitání 8. vlastního tvaru kmitání, vmax, 8x8 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I10 -0,018 I19 -0,043 
I2 0,885 I11 0,569 I20 0,605 
I3 0,811 I12 0,568 I21 -0,040 
I4 0,708 I13 -0,028 I22 0,334 
I5 0,581 I14 0,537 I23 0,333 
I6 0,373 I15 -0,027 I24 -0,022 
I7 0,372 I16 0,701 I25 0,313 
I8 -0,018 I17 0,651 I26 -0,021 
I9 0,354 I18 0,650 - - 
  
8. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 20Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
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2/pravá
1/pravá
3/levá
2/levá
1/levá
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Tab. 4.15 Amplitudy kmitání 9. vlastního tvaru kmitání, vmax, 8x8 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I10 0,017 I19 0,006 
I2 0,410 I11 -1,278 I20 -0,431 
I3 0,044 I12 -1,277 I21 0,005 
I4 -0,448 I13 0,012 I22 -0,457 
I5 -1,264 I14 -1,239 I23 -0,456 
I6 -1,902 I15 0,012 I24 0,006 
I7 -1,901 I16 -0,451 I25 -0,438 
I8 0,018 I17 -0,452 I26 0,005 
I9 -1,851 I18 -0,452 - - 
  
9. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 45,3Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
2/pravá
1/pravá
3/levá
2/levá
1/levá
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4.3.2 POHON 8X4 
Tab. 4.16 Vlastní frekvence - analýza na maximální rychlost - 8x4 
frekvence f [Hz] frekvence f [Hz] frekvence f [Hz] 
f1 2,6 f6 59,9 f11 359 
f2 3,2 f7 85,5 f12 524,9 
f3 3,97 f8 255 f13 770,7 
f4 12,8 f9 270,7 f14 1798 
f5 42,3 f10 301,7 f15 1814 
 
 
Tab. 4.17 Amplitudy kmitání 1. vlastního tvaru kmitání, vmax, 8x4 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I6 -0,870 I11 1,058 
I2 0,998 I7 -0,871 I12 1,064 
I3 0,997 I8 -1,352 I13 11,924 
I4 0,995 I9 -1,113 I14 1,096 
I5 0,988 I10 -12,467 I15 1,701 
- - - - I16 0,995 
1. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 2,6Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
3/leváI1 I2 I3 I4
I5
I6
I7 I8
I9 I10
I11
I12 I13
I14 I15
I16
spojka předního pohonu
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Tab. 4.18 Amplitudy kmitání 2. vlastního tvaru kmitání, vmax, 8x4 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I6 0,483 I11 0,707 
I2 0,953 I7 0,482 I12 0,706 
I3 0,923 I8 -0,063 I13 -0,034 
I4 0,880 I9 0,473 I14 0,661 
I5 0,719 I10 -0,022 I15 -0,087 
- - - - I16 -0,304 
 
  
4. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 12,8Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
3/leváI1 I2 I3
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Tab. 4.19 Amplitudy kmitání 5. vlastního tvaru kmitání, vmax, 8x4 
bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda bod modelu 
poměrná 
amplituda 
ai [-] ai [-] ai [-] 
I1 1 I6 -2,170 I11 -1,215 
I2 0,471 I7 -2,168 I12 -1,215 
I3 0,142 I8 0,023 I13 0,005 
I4 -0,302 I9 -2,178 I14 -1,174 
I5 -1,196 I10 0,009 I15 0,012 
- - - - I16 -0,304 
 
  
5. VLASTNÍ TVAR KMITÁNÍ, f = 42,8Hz
body torzního modelu
spojovací hřídele
vlastní tvar
motor
náprava/strana
4/pravá
4/levá
3/pravá
3/leváI1 I2 I3
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4.4 OTÁČKY HŘÍDELÍ  
Pro dokreslení obrazu o chování modelu je na místě znát velikost otáček jednotlivých hřídelí. 
Výpočet otáček proběhl na základě platného vztahu 
D  tt				, (62)   
kde značí 
p  převodový poměr 
n1  otáčky hnací hřídele 
n2  otáčky hnané hřídele 
 
Velikosti otáček motoru byly vyčteny z vnější otáčkové charakteristiky motoru udávané 
výrobcem. Otáčky motoru pro maximální rychlost odpovídají otáčkám maximálního výkonu 
nPmax = 1800min-1 [1] a otáčky maximálního krouticího momentu jsou nMkmax = 1200min-1.[1] 
 
Tab. 4.20 Otáčky hřídelí 
hřídele 
maximální rychlost maximální krouticí moment 
otáčky otáčky 
n [min-1] n [min-1] 
kardan, hřídel stálého záběru 1800 1200 
hnací hřídel převodovky 1215 642 
hnaná hřídel převodovky, hřídel 
přídavného převodu 2375 150 
hřídele v nosné rouře 3006 81 
poloosy 1108 30 
kola 475 13 
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5 CITLIVOSTNÍ ANALÝZA 
Jak již bylo dříve řečeno, byla spočítána frekvenční analýza pro všechny možné kombinace 
zařazení převodů v převodovce. Takto velkého počtu výsledků bylo využito jako zdroje 
dat pro následující citlivostní analýzu. 
Tato analýza je zaměřena na to, jak jsou vlastní frekvence citlivé na změnu převodového 
poměru. Ze srovnání všech vlastních frekvencí stavů „na maximální krouticí moment“ (dále 
1. stav) a „na maximální rychlost“ (dále 2. stav) vyplynulo, jaké frekvence se nejvíce liší. 
Velikost právě těchto frekvencí byly posléze srovnány.  
 
5.1 SROVNÁNÍ POHONU 8X8 
Vzhledem k blízkosti většiny frekvencí, byla osa y v Obr. 5.1 a v Obr. 5.5 převedena 
do logaritmického měřítka, aby byl lépe patrný rozdíl. 
 
5.1.1 SROVNÁNÍ DVOU MODELOVÝCH STAVŮ 8X8 
Ze srovnání vyplývá, že rozdíl mezi prvními sedmi frekvencemi 1. stavu a 2, stavu činí 
v průměru 176,7%. Jelikož jsou tyto frekvence tak nízké, tak jim nebyla věnována velká 
pozornost. Naopak rozdíl osmé frekvence činí 700%. Dalšími vlastními frekvencemi, 
které vykazují viditelně rozdílné velikosti, jsou 12. a 21. V prvním případě se jedná o 68% 
a v druhém o 146%. 
Obr. 5.1 
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5.1.2 SROVNÁNÍ VYBRANÝCH FREKVENCÍ PRO VŠECHNY VARIANTY PŘEVODŮ 8X8 
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5.2 SROVNÁNÍ POHONU 8X4 
Opět i v tomto případě byly hodnoty frekvencí zobrazeny v logaritmickém měřítku, pro lepší 
přehlednost. 
 
 
5.2.1 SROVNÁNÍ DVOU MODELOVÝCH STAVŮ 8X4 
První tři nízké frekvence mají opět velký rozdíl, který činí v průměru 174%. Tyto frekvence 
jsou opět tak malé, že jim nebyla věnována pozornost. Naopak rozdíl 4. vlastních frekvencí 
je až 537%. Dalšími viditelně rozdílnými frekvencemi jsou 7. a 12. vlastní frekvence kmitání 
pohonu 8x4. Rozdíl činí v prvním případě 62% a v druhém 146%. 
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5.2.2 SROVNÁNÍ VYBRANÝCH FREKVENCÍ PRO VŠECHNY VARIANTY PŘEVODŮ 8X4 
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V příloze této práce je uvedeno celkové srovnání frekvencí, které v citlivostní analýze 
vykazovaly největší rozdíl. Jedná se o 8. vlastní frekvenci pohonu 8x8 a 4. vlastní frekvenci 
pohonu 8x4. 
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ZÁVĚR 
Cílem této práce bylo stanovit parametry torzního systému nákladního vozidla 8x8 a posléze 
podrobit sestavený torzní systém výpočtové frekvenční analýze a citlivostní analýze. 
Z dodané výkresové a CAD dokumentace byly vyčteny všechny potřebné parametry 
pro sestavení torzního systému. Jedná se o rozměry spojovacích hřídelí, na základě kterých 
byla posléze vypočítána torzní tuhost těchto hřídelí. Dále bylo nutné z prostředí programu 
ProE vyčíst i momenty setrvačností jednotlivých substruktur a i spojovacích hřídelí, které 
bylo potřeba znát pro sestavení matice hmotnosti vstupující do výpočtů. Posledním bodem 
kapitoly věnované popisu modelu, ve které jsou právě zapsány veškeré vyčtené hodnoty, bylo 
i zjištění počtů zubů ozubených kol v převodech potřebných pro budoucí redukci na společný 
hřídel. 
Co se týče výpočtu tuhostí hřídelí, byl zvolen přístup redukce délek jednotlivých spojovacích 
hřídelí na společný průměr s přihlédnutím na zjednodušující parametry. Takto vypočtené 
torzní tuhosti byly posléze naredukovány na společnou hřídel pomocí vztahu (33). K redukci 
na společnou hřídel samozřejmě bylo nutné přidat i vyčtené momenty setrvačností 
a postupovat podle vztahu (32). 
Hlavním problémem při sestavování náhradních torzních soustav byl ten fakt, že řidič může 
v převodovce zařadit až 24 rychlostních stupňů. Proto bylo přistoupeno k parametrizaci rovnic 
redukce na společný hřídel tak, aby jednoduchým přepsáním vstupních parametrů (převodový 
poměr, torzní tuhost, moment setrvačnosti) v hlavičce každého výpočtu frekvenční analýzy 
bylo zajištěno to, že jsou všechny rovnice stejné a mění se právě jen zmíněné parametry. 
Tento fakt umožnil jednodušeji provést frekvenční analýzy pro všech 24 rychlostí. 
Po konzultaci s vedoucím této práce bylo přistoupeno i na další řešení. Jedná se o možnost 
odpojení předních náprav, jelikož je patrné z obdrženého CAD podkladu, že se za hlavní 
hřídelí nachází spojka, která odpojuje přední pohon. V tuto chvíli se výpočty rozdělily na dvě 
větve. První z nich řešila variantu pohonu 8x8 a druhá z nich se zabývala variantou 
s odpojeným předním pohonem, čili 8x4. Z toho důvodu bylo indexování členů náhradní 
torzní soustavy zvoleno tak, že se indexy zvětšovaly ve směru od zadních náprav po přední, 
aby bylo snadné změnit příslušné matice, potřebné pro výpočet. 
Výsledné schéma jak pohonu 8x8 (Obr. 3.11) tak i pohonu 8x4 (Obr. 3.12) bylo použito 
pro všechny varianty zařazení rychlostních stupňů v převodovce s přihlédnutím na již dříve 
zmíněnou parametrizaci. 
Dalším problémem, který bylo nutno vyřešit, bylo vykreslení vlastních tvarů kmitání. Jedná 
se o poněkud složitou náhradní torzní soustavu, a proto nemohlo být přistoupeno 
ke klasickému vykreslování, jak je zobrazeno na Obr. 4.1, ale bylo zapotřebí vytvořit 
adekvátní model, ve kterém by bylo na první pohled patrné, kde se nachází uzly kmitání. 
Z tohoto důvodu bylo přistoupeno k parametrizaci samotných poměrných amplitud kmitání, 
vzhledem k přehlednosti sestavených modelů pro jednotlivé vlastní frekvence. 
Výpočet vlastních frekvencí a vlastních tvarů kmitání v prostředí programu Mathcad 
pro všechny převodové poměry dal vzniknout velkému množství výstupních dat, ze kterých 
bylo zapotřebí vybrat ty nejvíce reprezentativní výsledky. 
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Ze všech variant byly vybrány dvě reprezentativní. První z nich popisuje stav, kdy se vozidlo 
pohybuje maximální rychlostí a druhá z nich popisuje stav, kdy se od vozidla očekává 
největší práce, tzn. převody zařazeny do pomala. Tato druhá varianta byla pojmenována jako 
stav Mkmax, protože se čeká od vozidla, že utáhne největší zatížení. 
Pro variantu 8x8 nastane první uzel kmitání v hřídeli spojující hlavní hřídel 
s mezinápravovým diferenciálem, avšak dále se již tyto varianty ve vlastních tvarech kmitání 
liší od třetí vlastní frekvence. Ve variantě 8x4 se vlastní tvary kmitání liší již od první vlastní 
frekvence. 
Zajímavé bylo zjištění, že ve variantě 8x8 bylo prvních osm vlastních frekvencí velmi 
nízkých a ve variantě 8x4 byly takto nízké jen první čtyři vlastní frekvence. Po uvědomění 
si toho, že se jedná o vozidlo s osmi, potažmo čtyřmi koly, je jasné, že se musí jednat 
o přímou spojitost. Ony takto nízké frekvence se navíc nachází ve velmi malém rozsahu, 
přesněji řečeno 1 – 2 Hz. Ostatní frekvence pro obě varianty se již liší řádově. V textu byly 
vykresleny pro obě varianty vždy vlastní tvary prvních vlastních frekvencí, vlastní tvary 
posledních frekvencí zastupujících takto nízké hodnoty a první vlastní tvary frekvencí, které 
byly již řádově výše než předchozí nízké frekvence. 
Úkolem citlivostní analýzy v této práci bylo zjistit, jak moc či málo se mění hodnoty vlastních 
frekvencí v závislosti na zařazeném převodovém poměru. Rozdíly vlastních frekvencí 
pro dva zmiňované modelové stavy jsou pro variantu 8x8 vykresleny v grafu na Obr. 5.1 
a pro variantu 8x4 v grafu na Obr. 5.5.  
Pro variantu 8x8 je z tohoto grafu patrné, že se kromě v textu zmíněných frekvencí liší i všech 
osm prvních, přičemž právě ona osmá vlastní frekvence vykazuje největší rozdíl, nárůst 
až o 700%. U varianty 8x4 je situace podobná (4. vlastní frekvence se liší o 537%). Speciální 
pozornost byla věnována posledním zástupcům nízkých frekvencí obou variant a dalším 
vyšším řádům, které se od sebe znatelně lišily. 
K příloze práce byly připojeny výpočty jak torzních tuhostí, tak i výpočty redukce 
na společnou hřídel ilustrované náhradní torzní soustavy. Dále se v příloze nachází i 
zobrazení některých vlastních tvarů zmiňovaných variant pohonu 8x8 a 8x4. 
Dalším krokem této práce by mohla být analýza buzeného kmitání, ale vzhledem k absenci 
hodnot tlumení nebyla provedena. Pro další práci na toto téma, nebo pro pokračování této 
práce doporučuji zmenšit objem zjednodušujících parametrů minimálně o zanedbání 
poddajnosti zubů v převodech. Pro analýzu budicích momentů by mohl být použit budicí 
moment vzniklý kmitáním klikové hřídele, který je již ovšem za setrvačníkem nepatrný, 
nebo také počet „špalíků“ na pneumatikách kol.  
Další pokračování práce by bylo dobré již zakládat na změřených hodnotách testovacího 
vozidla a ne jen pouze na teoretických výpočtech. 
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SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
a [rad] vektor úhlových amplitud 
A  čtvercová matice 
ai [-] poměrná amplituda 
c [Nm·rad-1] torzní tuhost hřídele 
C
 
[Nm·rad-1] pružný člen  
C  matice tuhostí 
c* [Nm·rad-1] redukovaná tuhost 
cij [Nm·rad-1] torzní tuhost pružiny spojující i-tý a j-tý člen soustavy 
cir [Nm·rad-1] torzní tuhost i-té redukované hřídele 
D [mm] průměr kruhového průřezu 
De [mm] ekvivalentní průměr 
Dred [mm] redukovaný průměr kruhového průřezu 
Eb [J] disipativní energie 
eigenvals(A) [-] funkce vracející vlastní čísla matice A 
eigenvecs(A) [-] funkce vracející vlastní vektory matice A 
Ek [J] kinetická energie 
Ekkolo [J] kinetická energie rotačního pohybu kola 
Ekph [J] kinetická energie translačního pohybu posuvných hmot 
Ep [J] potenciální energie 
f [Hz] frekvence 
fi [Hz] i-tá vlastní frekvence 
G [MPa] modul pružnosti ve smyku 
G1 [MPa] modul pružnosti ve smyku materiálu spojovací hřídele 
G2 [MPa] modul pružnosti ve smyku materiálu spojované hřídele 
Go [MPa] modul pružnosti ve smyku oceli 
I [kg·m2] moment setrvačnosti 
i [-] imaginární jednotka  
I  jednotková matice 
I* [kg·m2] redukovaný moment setrvačnosti 
Ihi [kg·m2] moment setrvačnosti i-té hnací hřídele 
Ik [kg·m2] moment setrvačnosti kardanové hřídele 
Ikkolo [kg·m2] moment setrvačnosti kola 
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Im [kg·m2] moment setrvačnosti motoru se spojkou 
Ip [mm4] polární moment setrvačnosti 
Iph [kg·m2] 
redukovaný moment setrvačnosti posuvných hmot na jedno 
kolo 
Iphplne [kg·m2] redukovaný moment setrvačných hmot naloženého vozidla 
Iphprazdne [kg·m2] redukovaný moment setrvačných hmot prázdného vozidla 
Ipnp [kg·m2] moment setrvačnosti předního kola 
Ipnz [kg·m2] moment setrvačnosti zadního kola 
Ipred [kg·m2] polární moment setrvačnosti průřezu redukované hřídele 
Ired [kg·m2] redukovaný moment setrvačnosti posuvných hmot celkově 
Is1 [kg·m2] moment setrvačnosti spojky předního pohonu 
k [-] konstanta 
l [mm] délka 
Le [mm] ekvivalentní délka 
Li [mm] délka i-tého odečteného úseku hřídele 
lred [mm] redukovaná délka 
M [kg·m2] rotační člen 
M  matice hmotností 
Mk [Nm] krouticí moment 
Mkmax [Nm] maximální krouticí moment 
mph [kg] hmotnost posuvných hmot  
n1 [min-1] otáčky hnací hřídele 
n2 [min-1] otáčky hnané hřídele 
N-CHOD  rychlý stálý záběr v převodovce 
nj [min-1] jmenovité otáčky motoru 
nMkmax [min-1] otáčky maximálního krouticího momentu 
nPmax [min-1] otáčky maximálního výkonu 
o  osa rotace 
OK  ozubená kola 
p [-] zástupný parametr 
pi [-] i-tý převodový poměr 
Pmax [kW] maximální výkon 
ProE  Pro Engineer 
BRNO 2013 
 
  83 
 
SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
q
 
[rad] zobecněná souřadnice 
qB  [rad·s-1] první derivace zobecněné souřadnice podle času 
q[  [rad·s-2] druhá derivace zobecněné souřadnice podle času 
Q [Nm] zobecněné buzení 
r [m] poloměr kola 
R-CHOD  pomalý stálý záběr v převodovce 
sil  silniční přídavný převod 
ter  terénní přídavný převod 
v [m·s-1] obvodová rychlost 
vmax [m·s-1] maximální rychlost 
vph [m·s-1] rychlost posuvných hmot 
x [-] vlastní vektor 
x0 [rad] velikost vztažné amplitudy  
xi [rad] velikost amplitudy i-té hmoty 
z [-] počet zubů 
zi [-] počet zubů i-tého ozubeného kola 
ξ [-] konstanta 
π [-] konstanta 
φ [rad] úhel nakroucení 
φB  [rad·s-1] úhlová rychlost 
φ* [rad] redukované natočení 
φk [rad] okamžitá úhlová výchylka k-tého členu 
ω [rad·s-1] úhlová frekvence 
Ω [rad·s-1] úhlová frekvence vlastního kmitání 
ωkolo [rad·s-1] úhlová rychlost kola d [-] vlastní číslo 
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